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Modelos probabilisticos en
ingenieria de telecomunicaciones

Los ingenieros en telecomunicaciones han jugado un papel central en el diseno
de los nuevos sistemas de informacién y comunicacién. Estos sistemas de gran
éxito funcionan de forma fiable y predecible en entornos muy variables y cadticos:

= Las redes de comunicacién inalambricas proporcionan comunicaciones de voz
y datos a usuarios méviles en entornos con intensas interferencias.

= La gran mayoria de las senales de los medios de comunicacion, voz, audio,
imégenes y video, son procesadas digitalmente.

= Enormes “granjas” de servidores web ofrecen a los usuarios grandes cantidades
de informacién muy especifica.

Debido a estos éxitos, los disenadores de hoy se enfrentan a retos atin mayores.
Los sistemas que construyen no tienen precedentes en lo que se refiere a la escala
y el ambiente cadtico en el que deben operar es un territorio inexplorado:

La informacién en la web se crea y publica a un ritmo acelerado; las futu-
ras aplicaciones de busqueda deberan ser més exigentes para obtener la
respuesta requerida a partir de un vasto océano de informacion.

Los delincuentes de la era de la informacién secuestran computadoras y las
explotan con propositos ilicitos, por lo que se necesitan métodos para iden-
tificar y contener estas amenazas.

Los sistemas de aprendizaje de maquinas deben ir mas alla de la navegacion y
la compra de aplicaciones, permitiendo el monitoreo de la salud y el medio
ambiente en tiempo real.

= Los sistemas de distribucion masiva de la forma “peer-to-peer” y las comuni-

dades de computacién “grid” han surgido y cambiado la naturaleza de la

prestacion de los medios de comunicacion, los juegos y la interaccién social;
sin embargo, no entienden o no saben cémo controlar y administrar estos
sistemas.

Los modelos de probabilidad son una de las herramientas que permiten al
disenador dar sentido al caos y construir con éxito sistemas que sean eficientes,
fiables y rentables. Este manual es una introduccién a la teoria subyacente a
los modelos de probabilidad, asi como a las técnicas bésicas utilizadas en el
desarrollo de dichos modelos.



1.1

Modelos probabilisticos en ingenieria de telecomunicaciones

En este capitulo se presentan los modelos de probabilidad y se muestra como
se diferencian de los modelos deterministas que son dominantes en la ingenieria.
Se desarrollan las propiedades clave de la nocién de probabilidad, y se presen-
tan varios ejemplos de ingenieria en telecomunicaciones, donde los modelos de
probabilidad juegan un papel clave.

Los modelos matematicos como herramientas de andlisis y
diseiio

El diseno o modificacion de cualquier sistema complejo consiste en la toma
de decisiones entre diferentes alternativas viables. Las decisiones se toman sobre
la base de criterios tales como coste, fiabilidad y rendimiento. La evaluacién
cuantitativa de estos criterios rara vez se hace a través de la aplicacién real y la
evaluacién experimental de las configuraciones alternativas. Por el contrario, las
decisiones se toman en base a estimaciones que se obtienen utilizando modelos
de las alternativas.

Un modelo es una representacién aproximada de una situacion fisica. Un mo-
delo intenta explicar el comportamiento observado utilizando una serie de reglas
sencillas y comprensibles. Estas reglas pueden ser utilizadas para predecir el re-
sultado de experimentos involucrados en dicha situacién fisica. Un modelo util
explica todos los aspectos relevantes de una situacion dada. Estos modelos pue-
den utilizarse en lugar de los experimentos para responder preguntas relacionadas
con la situaciéon dada. Por lo tanto, los modelos permiten al ingeniero evitar los
costes de la experimentacién, es decir, mano de obra, equipo y tiempo.

Los modelos matematicos se utilizan cuando el fenémeno observado tiene pro-
piedades medibles. Un modelo matemaético consiste en un conjunto de supuestos
acerca de cémo funciona un sistema o un proceso fisico. Estos supuestos se pre-
sentan en forma de relaciones matematicas que involucran los parametros y las
variables mas importantes del sistema. Las condiciones bajo las cuales se realiza
un experimento que involucra al sistema determinan los elementos “dados” en
las relaciones matematicas, y la solucién de estas relaciones nos permite predecir
las mediciones que se obtendrian si el experimento se realizara.

Los modelos matematicos son utilizados ampliamente por los ingenieros en el
diseno y modificacién de sistemas de guiado. La intuicién y las reglas generales
no siempre son fiables para predecir el rendimiento de sistemas complejos y no-
vedosos, y la experimentaciéon no es posible durante las fases iniciales del diseno
de sistema. Ademas, el coste de una experimentacién extensa en los sistemas ya
existentes, con frecuencia resulta ser prohibitivo. La disponibilidad de modelos
adecuados para los componentes de un sistema complejo en combinacion con el
conocimiento de sus interacciones permiten al cientifico y al ingeniero desarrollar
un modelo matematico completo del sistema. Es entonces posible responder de
forma réapida y econémica a preguntas sobre el funcionamiento de sistemas com-
plejos. De hecho, los programas de ordenador para la obtencion de la solucién
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de los modelos matematicos son la base de muchos de los andlisis y disenos de
sistemas asistidos por ordenador.

Con el fin de ser util, un modelo debe ajustarse a los hechos de una situacién
dada. Por tanto, el proceso de desarrollo y validacién de un modelo necesaria-
mente se compone de una serie de experimentos y modificaciones del modelo
como se muestra en la figura 1.1. Cada experimento investiga un determinado
aspecto del fenémeno bajo investigacién y consiste en la toma de observaciones y
mediciones bajo un conjunto especifico de condiciones. El modelo se utiliza para
predecir el resultado del experimento, y estas predicciones se comparan con las
observaciones reales que se producen cuando el experimento se lleva a cabo. Si
hay una discrepancia significativa, el modelo se modifica para dar cuenta de ello.
El proceso de modelado continia hasta que el investigador estda convencido de
que el comportamiento de todos los aspectos pertinentes al fendmeno se puede
predecir con una precisién deseada. Hay que destacar que la decisiéon de cudando
parar el proceso de modelado depende de los objetivos inmediatos del investi-
gador. Asi, un modelo que sea adecuado para una aplicacién puede llegar a ser
completamente inadecuado en otra.

Las predicciones de un modelo matematico deben ser entendidas como hi-
potéticas hasta que el modelo haya sido validado a través de una comparaciéon
con las mediciones experimentales. Se plantea un dilema en el caso del diseno de
un sistema: el modelo no se puede validar experimentalmente porque el sistema
real no existe. Modelos de simulaciéon por ordenador desempenian un papel 1til
en esta situacion mediante la presentaciéon de un medio alternativo de predic-
cién del comportamiento del sistema y, por lo tanto, una forma de verificar las
predicciones hechas por un modelo matemaéatico. Un modelo informatico de si-
mulacion consiste en un programa de ordenador que simula o imita la dindmica
de un sistema. Incorporadas al programa se encuentran unas instrucciones que
“miden” los pardametros de funcionamiento relevantes. En general, los modelos
de simulacién son capaces de representar los sistemas con mayor detalle que los
modelos matematicos. Sin embargo, tienden a ser menos flexibles y por lo general
requieren mas tiempo de cédlculo que los modelos matemaéticos.

En las dos secciones siguientes se discuten los dos tipos béasicos de modelos
matematicos, los modelos deterministas y los modelos de probabilidad.

Modelos deterministas

En los modelos deterministas las condiciones bajo las cuales un experimento
se lleva a cabo determinan el resultado exacto de la prueba. En los modelos
matematicos deterministas, la solucién de un conjunto de ecuaciones matemati-
cas especifica el resultado exacto del experimento. La teoria de circuitos es un
ejemplo de un modelo matemético determinista.

La teoria de circuitos modeliza la interconexion de dispositivos electronicos me-
diante circuitos ideales formados por componentes discretos con caracteristicas
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Figura 1.1 El proceso de modelado.

de tensién-corriente idealizadas. La teoria asume que la interaccién entre estos
componentes idealizados se describe completamente mediante la ley de tensiones
de Kirchhoff y las leyes de corriente. Por ejemplo, la ley de Ohm establece que
la caracteristica tensién-corriente de una resistencia es I = V/R. Las tensiones
y corrientes en cualquier circuito que consista en una interconexién de baterias
y resistencias se pueden calcular resolviendo el sistema de ecuaciones lineales
simultdneas que se plantea al aplicar las leyes de Kirchhoff y la ley de Ohm.

Si un experimento relacionado con la medicién de un conjunto de tensiones
se repite un nimero de veces bajo las mismas condiciones, la teoria de circui-
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Figura 1.2 Respuestas del experimento con la urna.

tos predice que las observaciones siempre serdn exactamente las mismas. En la
practica habra variaciones en las observaciones debidas a errores de medicién y
factores no controlados. Sin embargo, este modelo determinista serd adecuado,
siempre y cuando la desviacién de los valores previstos siga siendo pequena.

Modelos probabilisticos

Muchos sistemas de interés involucran fendmenos que presentan variaciones
impredecibles y aleatoriedad. Se define un experimento aleatorio como un expe-
rimento en el que el resultado varia de forma impredecible cuando el experimento
se repite bajo las mismas condiciones. Los modelos deterministas no son apro-
piados para experimentos aleatorios ya que predicen el mismo resultado en cada
repeticion de un experimento. En esta seccién se presentan los modelos de pro-
babilidad orientados a experimentos aleatorios.

Como ejemplo de un experimento aleatorio, supongamos que se selecciona
una bola de una urna que contiene tres bolas idénticas, numeradas 0,1 y 2.
Se sacude la urna en primer lugar para aleatorizar la posicion de las bolas, y
entonces se selecciona una bola. Se anota el nimero de la bola y se devuelve a la
urna. El resultado de este experimento es un nimero perteneciente al conjunto
S = {0,1,2}. Llamamos espacio muestral al conjunto S de todos los posibles
resultados. La figura 1.2 muestra los resultados de 100 repeticiones (ensayos) de
una simulacién por ordenador de este experimento con la urna. Esta claro que
el resultado de este experimento no siempre puede predecirse de forma correcta.
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Regularidad estadistica

Con el fin de ser util, un modelo debe permitir hacer predicciones sobre el
comportamiento futuro de un sistema mientras que, con el fin de ser predecible,
un fenémeno debe exhibir regularidad en su comportamiento. Muchos de los
modelos de probabilidad en ingenieria se basan en el hecho de que los promedios
obtenidos a partir de largas secuencias de repeticiones (ensayos) de experimentos
aleatorios, consecuentemente den de forma aproximada el mismo valor. Esta
propiedad se llama regularidad estadistica.

Supongamos que el experimento anterior con la urna se repite n veces en
idénticas condiciones. Sean Ny(n), Ni(n) y Na(n) el nimero de veces en las
que el resultado del experimento es bola 0, bola 1 y bola 2, respectivamente, y
definamos la frecuencia relativa del resultado k como

fuln) = ), (L1)

n
Con el término regularidad estadistica nos referimos a que f;(n) difiere cada vez
menos de un valor constante a medida que n se hace grande, es decir,

lim fi(n) = pi. (1.2)

n—oo

La constante pi se denomina probabilidad del resultado k. La ecuacién (1.2)
establece que la probabilidad de un resultado es la proporcién de veces a largo
plazo que se obtiene dicho resultado en una secuencia grande de ensayos. Veremos
a lo largo del curso que la ecuacién (1.2) proporciona la conexién clave en la
transicion entre la medicién de cantidades fisicas y los modelos de probabilidad
analizados en este curso.

Las figuras 1.3 y 1.4 muestran las frecuencias relativas de los tres posibles
resultados para el experimento anterior de la urna a medida que el nimero de
ensayos n es mayor. Estd claro que todas las frecuencias relativas convergen al
valor 1/3. Esto concuerda con nuestra intuicién de que los tres resultados son
equiprobables.

Supongamos que se modifica el experimento anterior mediante la colocacién
en la urna de una cuarta bola idéntica con el ntimero 0. La probabilidad del
resultado 0 es ahora 2/4, ya que dos de las cuatro bolas en la urna tienen el
ntmero 0. Las probabilidades de los resultados 1 y 2 se reducirian a 1/4 cada
una. Esto demuestra una propiedad clave de los modelos de probabilidad, a saber,
las condiciones en que se lleva a cabo un experimento aleatorio determinan las
probabilidades de los resultados de un experimento.

Propiedades de la frecuencia relativa

A continuacién se presentan varias propiedades de la frecuencia relativa. Su-
pongamos que un experimento aleatorio tiene K resultados posibles, es decir,
S =1{1,2,...,K}. Dado que el ntimero de ocurrencias de cualquier resultado en
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n ensayos es un nimero entre cero y n, tenemos que
0 < Ng(n)<n, fork=12... K,

y por tanto dividiendo la ecuacién anterior por n, nos encontramos con que las
frecuencias relativas son un nimero entre cero y uno:

0< fu(n) <1, fork=1,2,..., K. (1.3)

La suma del nimero de ocurrencias de todos los resultados posibles debe ser n:

Z Nk(n) = n.
k=1

Si dividimos por n ambos lados de la ecuacién anterior, nos encontramos con
que la suma de todas las frecuencias relativas es igual a uno:

> frln) =1 (1.4)
k=1

A veces estamos interesados en la ocurrencia de sucesos asociados con los
resultados de un experimento. Por ejemplo, consideremos el suceso “seleccionar
una bola con ntimero par” en el experimento anterior con la urna. ;Cudl es
la frecuencia relativa de este suceso? Este suceso tendrd lugar siempre que el
nimero de la bola sea 0 6 2. El ntimero de experimentos en el que el resultado es
una bola con nimero par es por lo tanto, Ng(n) = Ny(n)+ Na(n). La frecuencia
relativa de este suceso es entonces

fun) = NE@ _ No(m) + No) _ o ),

n n
Este ejemplo muestra que la frecuencia relativa de un suceso es la suma de
las frecuencias relativas de los resultados asociados. Mas en general, sea C' el
suceso “ocurre A u ocurre B”, donde A y B son dos sucesos que no pueden

ocurrir simultdneamente, entonces el nimero de veces que ocurre C' es Ne(n) =
Na(n) 4+ Ng(n), por lo que

fe(n) = fa(n) + fu(n). (1.5)

Las ecuaciones (1.3), (1.4) y (1.5) son las tres propiedades bésicas de la frecuencia
relativa a partir de las cuales podemos obtener muchos otros resultados ttiles.

Aproximacién axiomdtica a la teoria de la probabilidad

La ecuacién (1.2) sugiere que definamos la probabilidad de un suceso a través
de su frecuencia relativa a largo plazo. Existen problemas para desarrollar una
teoria matematica de la probabilidad usando esta definicién de probabilidad. En
primer lugar, no esta claro cuando y en qué sentido matematico existe el limite
de la ecuacién (1.2). En segundo lugar, no podemos realizar un experimento un
nimero infinito de veces, por lo que nunca se podran conocer con exactitud las
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probabilidades pi. Por tultimo, el uso de la frecuencia relativa para definir la
probabilidad excluiria la posibilidad de aplicar la teoria de la probabilidad en
situaciones en las que un experimento no puede repetirse. Por lo tanto, tiene
sentido practico desarrollar una teoria matematica de la probabilidad que no
esté vinculada a ninguna aplicacién particular o a ninguna nocién particular de
lo que la probabilidad significa. Por otro lado, debemos insistir en que, cuando
sea apropiado, la teoria debe permitirnos usar nuestra intuicién e interpretar la
probabilidad como una frecuencia relativa.

Con el fin de ser coherente con la interpretacion de frecuencia relativa, cual-
quier definicién de la “probabilidad de un suceso” debe satisfacer las propiedades
de las ecuaciones (1.3) — (1.5). La teoria moderna de la probabilidad se inicia
con la construccién de un conjunto de axiomas que especifican que las asignacio-
nes de probabilidad deben satisfacer estas propiedades. Se supone que: (1) se ha
definido un experimento de forma aleatoria, y se ha identificado un conjunto S
de todos los resultados posibles; (2) se ha especificado una clase de subconjuntos
de S denominados sucesos, y (3) a cada suceso A se le ha asignado un ntimero,
P[A4], de tal manera que se satisfagan los siguientes axiomas:

1.0< PlA] <1

2. P[S]=1

3. Si Ay B son sucesos que no pueden ocurrir simultdneamente, entonces P[4 o B]
= P[A] + P[B].

La correspondencia entre los tres axiomas y las propiedades de la frecuencia re-
lativa formuladas en las ecuaciones (1.3) — (1.5), es evidente. Estos tres axiomas
conducen a muchos resultados ttiles y de gran alcance. De hecho, el resto de este
curso desarrolla muchos de estos resultados.

Observemos que la teoria de la probabilidad no se ocupa de cémo se obtienen
las probabilidades o lo que significan. Cualquier asignacion de probabilidades a
sucesos que satisfaga los axiomas anteriores es legitima. Es responsabilidad del
usuario de la teoria, el constructor del modelo, el determinar cudl deberia ser la
asignacién de probabilidad y que interpretacion de la probabilidad tiene sentido
en cualquier aplicaciéon dada.

Construccién de un modelo de probabilidad

Veamos cémo pasar de un problema del mundo real que conlleve aleatoriedad
a un modelo de probabilidad para dicho problema. La teoria requiere que iden-
tifiquemos los elementos que intervienen en los axiomas anteriores. Esto implica
(1) la definicién del experimento aleatorio inherente a la aplicacién, (2) la espe-
cificacion del conjunto S de todos los posibles resultados y los sucesos de interés,
v (3) la especificacién de una asignacién de probabilidad a partir de la cual se
puedan calcular todas las probabilidades de los sucesos de interés. El desafio es
desarrollar el modelo més simple que explique todos los aspectos relevantes del
problema del mundo real.
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A modo de ejemplo, supongamos que ponemos a prueba una conversacién
telefénica para determinar si la persona que habla esta efectivamente hablando
o en silencio. Sabemos que en promedio un interlocutor estd activo solamente 1/3
del tiempo, el resto del tiempo esta escuchando al otro interlocutor o haciendo
una pausa entre las palabras y frases que utiliza. Podemos modelar esta situacién
fisica como un experimento de una urna en la que se selecciona una bola de una
urna que contiene dos bolas blancas (silencio) y una bola de color negro (voz
activa). Estamos haciendo una gran simplificacién, no todos los interlocutores son
iguales, no todas las lenguas tienen el mismo comportamiento silencio - actividad,
etcétera. La utilidad y el potencial de esta simplificacién se hace evidente cuando
empezamos a hacernos preguntas que surgen durante el disenio del sistema, tales
como: ;Cudl es la probabilidad de que més de 24 interlocutores de entre 48
interlocutores independientes estén activos al mismo tiempo? Esta pregunta es
equivalente a: ;Cudl es la probabilidad de que més de 24 bolas de color negro
negro sean seleccionados en 48 repeticiones independientes del experimento de
la urna? Al final del capitulo 2 seremos capaces de responder a esta ultima
pregunta, y a todos los problemas del mundo real que se pueden reducir a ella.

Un ejemplo detallado: un sistema de transmision de paquetes
de voz

En el comienzo de este capitulo hemos afirmado que los modelos de probabili-
dad proporcionan una herramienta que permite al disenador modelar con éxito
sistemas que deben operar en un entorno estocastico, mientras que, por otra
parte, sean eficientes, fiables y rentables. En esta seccién, se presenta un ejemplo
detallado de tal sistema. Nuestro objetivo es convencernos del poder y la utili-
dad de la teoria de la probabilidad. La presentacion intencionalmente hace uso
de la intuicién. Muchos de los pasos que ahora pueden parecer poco rigurosos se
precisardn mas adelante.

Supongamos que a un sistema de comunicacién se le exige transmitir si-
multaneamente 48 conversaciones desde el lugar A al lugar B usando “paquetes”
de informacién de voz. Las palabras de cada interlocutor se convierten en formas
de onda de voltage que primero se digitalizan (es decir, se convierten en una
secuencia de nimeros binarios), y luego se agrupan en paquetes de informacién
que corresponden a segmentos de habla de 10 milisegundos (ms). Una direccién
fuente y una direccién de destino se anaden a cada paquete de voz antes de su
transmision (ver figura 1.5).

El diseno mas simple para el sistema de comunicacion transmitiria 48 paquetes
cada 10 ms en cada direccién. Sin embargo, se trata de un diseno ineficiente,
va que se sabe que en promedio aproximadamente 2/3 de todos los paquetes
contienen silencio y, por lo tanto, no hay informaciéon de voz. Dicho de otra
forma, en promedio, los 48 interlocutores sélo producen alrededor de 48/3 = 16
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Figura 1.5 Un sistema de transmisién de paquetes de voz.

paquetes activos (no silenciosos) por cada periodo de 10 ms. Por consiguiente,
consideraremos otro sistema que soélo transmita M < 48 paquetes cada 10 ms.

Cada 10 ms, el nuevo sistema determina qué interlocutores han producido pa-
quetes con voz activa. Supongamos que A es el resultado de este experimento
aleatorio, el nimero de paquetes activos producidos en un determinado segmento
de 10 ms. La cantidad A toma valores que oscilan entre 0 (todos los interlocu-
tores en silencio) a 48 (todos los interlocutores activos). Si A < M, entonces
se transmiten todos los paquetes activos. Sin embargo, si A > M, entonces el
sistema es incapaz de transmitir todos los paquetes activos, por lo que A — M
de los paquetes activos son seleccionados al azar y se desechan. El descarte de
los paquetes activos da como resultado la pérdida de voz, por lo que nos gus-
taria mantener la fraccion de los paquetes activos descartados a un nivel que los
interlocutores no encuentren objetable.

En primer lugar consideremos la frecuencia relativa de A. Supongamos que el
experimento anterior se repite n veces. Sea A(j) el resultado en el j-ésimo ensayo.
Sea Ni(n) el nimero de ensayos para el que el ntimero de paquetes activos es
k. La frecuencia relativa del resultado k en los primeros n ensayos es entonces
fx(n) = Ng(n)/n, que suponemos converge a una probabilidad py:

lim fr(n) =pr 0 <k <48. (1.6)

n—oo

En el capitulo 2 se obtendra la probabilidad p; de que k interlocutores estén

13
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Figura 1.6 Probabilidades para el nimero de altavoces activos en un grupo de 48.

activos. La figura 1.6 muestra pj frente a k. Se puede observar que el ntmero
maés frecuente de interlocutores activos es de 16 y que el niimero de interlocutores
activos es rara vez superior a 24 o0 mas.

Consideremos ahora el ratio de produccion de los paquetes activos. El ntimero
medio de paquetes activos producidos en cada intervalo de 10 ms esta dado por
la media muestral del nimero de paquetes activos:

) (1.7)

kENg(n). (1.8)

Il
™M= si-

1

J

La primera expresion agrega el numero de paquetes activos producidos en los
primeros n ensayos en el orden en que las observaciones fueron registradas. La
segunda expresion contabiliza cuantas de estas observaciones tienen k paquetes
activos para cada valor posible de k, y luego calcula el total. A medida que n
crece, el ratio Ni(n)/n en la segunda expresién se aproxima a py. Asi, el nimero
medio de paquetes activos producidos en cada segmento de 10 ms se aproxima a

48
(A — S kpy 2 EA]. (1.9)
k=0

La expresién en el lado derecho se definird como el valor esperado de A en la
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seccién 3.3. E[A] estd completamente determinada por las probabilidades pg y en
el capitulo 3 se mostrard que E[A] = 48 x 1/3 = 16. La ecuacién (1.9) establece
que el promedio a largo plazo del nimero de paquetes activos producidos por
periodo de 10 ms es de E[A] = 16 interlocutores cada 10 ms.

La informacién proporcionada por las probabilidades p; nos permite disenar
sistemas que son eficientes y que ofrecen una buena calidad de voz. Por ejemplo,
podemos reducir la capacidad de transmisién a la mitad, a 24 paquetes por
periodo de 10 ms, mientras descartamos un nimero imperceptible de paquetes
activos.

Vamos a resumir lo que hemos hecho en esta seccion. Hemos presentado un
ejemplo en el que el comportamiento del sistema es intrinsecamente aleatorio,
y en el que las medidas de rendimiento del sistema se expresan en términos de
promedios a largo plazo. Hemos mostrado cémo estas medidas a largo plazo con-
ducen a expresiones que involucran las probabilidades de los distintos resultados.
Finalmente, hemos indicado que, en algunos casos, la teoria de probabilidad nos
permite obtener estas probabilidades. Por tanto, somos capaces de predecir los
promedios a largo plazo de varias cantidades de interés y proceder con el diseno
del sistema.

Otros ejemplos

En esta seccién se presentan ejemplos adicionales de las ingenierias en in-
formética y de telecomunicaciones, donde los modelos de probabilidad se utilizan
para disenar sistemas que funcionan en un entorno aleatorio. Nuestra intencién
aqui es mostrar cémo las probabilidades y los promedios a largo plazo surgen de
forma natural como medidas de rendimiento en muchos sistemas. No obstante,
este curso tiene como objetivo presentar los conceptos basicos de teoria de la
probabilidad y no sus aplicaciones con un elevado grado de detalle.

Comunicacion a través de canales no fiables

Muchos de los sistemas de comunicacién funcionan de la siguiente manera.
Cada T segundos, el transmisor acepta una entrada binaria, es decir, un 0 o un
1, y transmite una senal correspondiente. Al final de los T" segundos, el receptor
toma una decisién acerca de cudl es la entrada, basada en la senal que ha recibido.
La mayoria de los sistemas de comunicacion no son fiables en el sentido de que
la decisién del receptor no siempre coincide con la entrada del transmisor. La
figura 1.7(a) modeliza sistemas en los que los errores de transmisién ocurren al
azar con una probabilidad e. Como se indica en la figura, la salida no es igual a
la entrada con una probabilidad . Por tanto, € es la proporcion a largo plazo de
bits erréneamente enviados por el receptor. En aquellas situaciones en las que
este porcentaje de error no es aceptable, se introducen técnicas de control de
error para reducir la tasa de error en la informacién suministrada.
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Figura 1.7 (a) Un modelo de canal de comunicacién binario. (b) Sistema de control de
error.

Un método para reducir la tasa de error en la informacion enviada es utilizar
cbdigos correctores de errores, como se muestra en la figura 1.7(b). Como un
simple ejemplo, consideremos un codigo de repeticion en el que cada bit de
informacién se transmite tres veces:

0 — 000
1—111

Si suponemos que el descodificador toma una decisién sobre el bit de informacién
mediante la adopcién de un voto por mayoria de entre los tres bits de respuesta
del receptor, el descodificador tomara una decision equivocada solo si dos o tres
de los bits son erréneos. En el ejemplo 2.28, se muestra que esto ocurre con
probabilidad 32 — 2. Por tanto, si el BER (Bit Error Ratio, la tasa de error de
recepcién de bits) del canal sin codificacién es de 1073, entonces el error de envio
de bits con el sencillo cédigo anterior serd 3 x 10~3, una reduccién de tres érdenes
de magnitud. Esta mejora, sin embargo, tiene un coste: La tasa de transmisién
de informacién se ha ralentizado a 1 bit cada 37" segundos. Usando c6digos més
largos y complicados, es posible obtener reducciones en la tasa de error sin esta
drastica reduccion en la tasa de transmision en este sencillo ejemplo.

La deteccion de errores y los métodos de correccion juegan un papel clave a
la hora de hacer posible comunicaciones fiables a través de la radio y de otros
canales ruidosos. La probabilidad juega un papel en la determinacién de los
patrones de error que probablemente ocurran y que, por lo tanto, deben ser
corregidos.
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Compresién de senales

El resultado de un experimento aleatorio no tiene por qué ser un niimero tnico,
sino que puede ser también una funciéon dependiente del tiempo. Por ejemplo,
el resultado de un experimento puede ser una forma de onda de tensién que
corresponde a una conversacion o a musica. En estas situaciones nos interesan
las propiedades de una senal y de versiones procesadas de dicha senal.

Por ejemplo, supongamos que estamos interesados en comprimir una senal
musical S(¢). Ello implica representar la sefial mediante una secuencia de bits.
Las técnicas de compresion proporcionan representaciones eficientes mediante el
uso de prediccién, donde se predice el siguiente valor de la senal usando valores
pasados codificados. Sélo se necesita codificar el error en la predicciéon de manera
que se pueda reducir el nimero de bits.

Para que funcionen, los sistemas de predicciéon requieren que sepamos como
estan correlados entre si los valores de la senial. Dada esta estructura de correla-
cién se pueden disenar sistemas de prediccién 6ptimos. La probabilidad juega un
papel clave en la solucién de estos problemas. Los sistemas de compresion han
tenido un gran éxito y se encuentran en los teléfonos moviles, cdmaras digitales
y videocadmaras.

Fiabilidad de sistemas

La fiabilidad es un cometido principal en el diseno de los sistemas modernos.
Un buen ejemplo es el sistema de computadores y las redes de comunicacién
que permiten la transferencia electrénica de fondos entre bancos. Es de suma
importancia que este sistema siga funcionando incluso en caso de fallos en el
subsistema. La pregunta clave es, jcémo se construyen sistemas fiables a partir
de componentes no fiables? Los modelos de probabilidad nos proporcionan las
herramientas para abordar esta cuestién de forma cuantitativa.

El funcionamiento de un sistema requiere el funcionamiento de algunas o todas
sus componentes. Por ejemplo, la figura 1.8(a) muestra un sistema que funciona
sélo cuando todas sus componentes estdn funcionando, y la figura 1.8(b) mues-
tra un sistema que funciona siempre y cuando al menos una de sus componentes
estd funcionando. Los sistemas mas complejos se pueden obtener como combi-
naciones de estas dos configuraciones basicas.

Todos sabemos por experiencia que no es posible predecir con exactitud cuando
una componente fallard. La teoria de la probabilidad nos permite evaluar me-
didas de seguridad tales como el tiempo medio transcurrido hasta la ocurrencia
del fallo y la probabilidad de que una componente siga funcionando después de
que cierto tiempo haya transcurrido. Ademads, veremos en los capitulos 2 y 4 que
la teoria de probabilidad nos permite determinar estos promedios y las probabi-
lidades para todo un sistema en términos de los promedios y las probabilidades
de sus componentes. Esto nos permite evaluar las configuraciones del sistema en
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(a) Series configuration of components, (b) Parallel configuration of components.

Figura 1.8 Sistemas con n componentes.

términos de su fiabilidad y, por lo tanto, seleccionar los disenios del sistema que
son fiables.

Sistemas con uso compartido de recursos

Muchas aplicaciones implican compartir recursos que estdn sujetos a una
demanda inestable y aleatoria. Los clientes intercalan sus demandas durante
periodos cortos de servicio entre periodos relativamente largos de inactividad.
Las demandas de los clientes pueden satisfacerse mediante la dedicacién de re-
cursos suficientes para cada cliente, pero este enfoque puede resultar un derroche
porque los recursos no se utilizan cuando un cliente estd inactivo. Un mejor en-
foque consiste en configurar sistemas en donde las exigencias de los clientes se
cumplen a través del intercambio dindmico de los recursos.

Por ejemplo, muchos sistemas servidores web funcionan como se muestra en la
figura 1.9. Estos sistemas permiten que c clientes se conecten a un servidor en un
momento dado. Los clientes envian consultas al servidor. La consulta se coloca
en una linea de espera y luego es procesada por el servidor. Después de recibir la
respuesta del servidor, cada cliente invierte un tiempo pensando antes de hacer la
siguiente consulta. El sistema cierra una conexién de un cliente existente después
de un periodo de tiempo de espera, y lo reemplaza con un nuevo cliente.

El sistema debe estar configurado para proporcionar respuestas rapidas a los
clientes, con el fin de evitar el cierre prematuro de las conexiones y de utilizar los
recursos informaticos de manera efectiva. Esto requiere la caracterizacion proba-
bilistica del tiempo de procesamiento de las consultas, del nimero de clics por
cada conexidn, y el tiempo entre clics (el tiempo para pensar). Estos pardmetros
se utilizan entonces para determinar el valor éptimo de ¢, asi como el valor de
tiempo de espera.
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Figura 1.10 Un gran comunidad de usuarios interactuando a través de internet.

Sistemas a escala internet

Uno de los desafios mas importantes en la actualidad es el disefio de sistemas a
escala internet dado que los sistemas cliente-servidor de la figura 1.9 evolucionan
hacia sistemas masivamente distribuidos, como en la figura 1.10. En estos nuevos
sistemas el niimero de usuarios que estan conectados al mismo tiempo puede estar
en las decenas de miles de personas y en el caso de los sistemas peer-to-peer (P2P,
red de pares o red punto a punto) en millones.

Las interacciones entre los usuarios de internet son mucho méas complejas que
las de clientes que acceden a un servidor. Por ejemplo, los enlaces en las paginas
web que apuntan a otras paginas web crean una vasta red de documentos conec-
tados entre si. El desarrollo de técnicas de grafos y de mapeo para representar
estas relaciones logicas es clave para entender el comportamiento de los usua-
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rios. Se ha desarrollado una gran variedad de técnicas de rastreo de la web para
producir tales grafos. Las técnicas probabilisticas pueden evaluar la importancia
relativa de los nodos en estos grafos y, de hecho, juegan un papel central en
el funcionamiento de los motores de bisqueda. Nuevas aplicaciones, tales como
el intercambio de archivos peer-to-peer y la distribuciéon de contenidos, crean
nuevas comunidades con sus propios patrones de interconexién y de grafos. El
comportamiento de los usuarios en estas comunidades puede tener un impac-
to enorme en el volumen, los patrones y la dindmica de los flujos de trafico en
internet. Los métodos probabilisticos estdn jugando un papel importante en la
comprensién de estos sistemas y en la elaboracién de métodos para gestionar y
controlar los recursos de tal manera que operen de forma fiable y predecible.

1.1 Se consideran los tres experimentos aleatorios siguientes:

Experimento 1: Lanzar una moneda al aire.

Experimento 2: Lanzar un dado.

Experimento 3: Seleccionar una bola al azar de una urna que contiene bolas

numeradas del 0 al 9.

(a) Especifica el espacio muestral de cada experimento.

(b) En cada uno de los experimentos anteriores, encuentra la frecuencia relativa
de cada resultado en un gran nimero de repeticiones del experimento.
Explica la respuesta.

1.2 Explica cémo los siguientes experimentos son equivalentes a experimentos

aleatorios con urnas:

(a) Lanzar al aire una moneda equilibrada dos veces.

(b) Tirar un par de dados equilibrados.

(¢) Robar dos cartas de una baraja de 52 cartas distintas, con reemplazamien-
to después de la primera extraccion; sin reemplazamiento, después de la
primera extraccion.

1.3 Explica en qué condiciones los siguientes experimentos son equivalentes al

lanzamiento aleatorio de una moneda. ;Cuél es la probabilidad de obtener cara

en el experimento?

(a) Observar un pixel (punto) en un documento escaneado en blanco y negro.

(b) Recibir una senal binaria en un sistema de comunicacién.

(¢) Comprobar si un dispositivo estd funcionando.

(d) Determinar si tu amigo Juan estéd en linea.

(e) Determinar si se ha producido un bit error (error de envio de bit) en una
transmision a través de un canal de comunicacion ruidoso.

1.4 Una urna contiene tres bolas etiquetadas por via electrénica, con etiquetas

00, 01 y 10. Se le pide a Lisa, Homer y Bart que caractericen el experimento

aleatorio que consiste en seleccionar una bola al azar y leer la etiqueta. El lector

de etiquetas de Lisa funciona bien, el lector de Homer tiene la etiqueta del digito
més significativo (el que estd més a la izquierda) estancado en 1; la etiqueta del

digito menos significativo del lector de Bart estd estancado en 0.
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(a) ;Cudl es el espacio muestral determinado por Lisa, Homer y Bart?

(b) ;Cuadles son las frecuencias relativas observadas por Lisa, Homer y Bart en
un gran numero de repeticiones del experimento?

1.5 Un experimento aleatorio tiene como espacio muestral S = {1,2,3,4} con

probabilidades p1 = 1/2, po = 1/4, ps =1/8 y p4 = 1/8.

(a) Describe cémo se puede simular este experimento aleatorio usando lanza-
mientos de una moneda equilibrada.

(b) Describe cémo se puede simular este experimento aleatorio mediante un
experimento con una urna.

(c) Describe cémo se puede simular este experimento con una baraja de 52 cartas
distintas.

1.6 Un experimento consiste en seleccionar al azar dos bolas sucesivamente de

una urna que contiene dos bolas negras y una bola blanca.

(a) Especifica el espacio muestral para este experimento.

(b) Supongamos que el experimento se ha modificado para que la bola inme-
diatamente se vuelva a poner en la urna después de la primera seleccion.
;,Cual es el espacio muestral ahora?

(¢) (Cudl es la frecuencia relativa del resultado (blanco, blanco) para un gran
nimero de repeticiones del experimento del apartado (a)? ;Y en el caso
(b)?

(d) ¢El resultado de la segunda extracciéon depende de alguna manera del resul-
tado de la primera extraccién en alguno de estos dos experimentos?

1.7 Sea A un suceso asociado a los resultados de un experimento aleatorio, y

sea B el suceso definido como “el suceso A no ocurre.” Demuestra que fg(n) =

1— fa(n).

1.8 Sean A, B y C sucesos que no pueden ocurrir simultdneamente por pares

o trios, y sea D el suceso “A o B o C ocurren.” Demuestra que

fp(n) = fa(n) + fp(n) + fo(n).

1.9 Lamedia muestral de una serie de resultados numéricos X (1), X (2),...,X(n)
de una secuencia de experimentos aleatorios se define como

Demuestra que la media muestral cumple la férmula de recurrencia:

(X)p = (X)p_1 + M, (X)o = 0.

n
1.10 Supongamos que se realiza un muestreo de la sefial 2 cos 27t en instantes
de tiempo aleatorios.

(a) Encuentra la media muestral a largo plazo.
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(b) Encuentra la frecuencia relativa a largo plazo de los sucesos “la tensién es
positiva”; “la tensién es inferior a —2”.

(¢) ;Cambian las respuestas de las partes (a) y (b), si los tiempos de muestreo
son periédicos y se toman cada 7 segundos?

1.11 Con el fin de generar una secuencia aleatoria de nimeros aleatorios se

toma una columna de ntimeros telefénicos y se anota un “0” si el ultimo digito del

numero de teléfono es par y un “1” si el digito es impar. Discute cémo se podria

determinar si la secuencia resultante de nimeros es efectivamente “aleatoria’”.

., Qué prueba aplicarias a las frecuencias relativas de los resultados individuales?

.Y a pares de resultados?



2.1

Conceptos basicos de teoria de la

probabilidad

En este capitulo se presentan los conceptos basicos de la teoria de la pro-
babilidad. En general, en el resto de los capitulos, se seguirdn desarrollando o
elaborando los conceptos bésicos presentados aqui. Se estard bien preparado pa-
ra tratar con el resto del manual, si se tiene una buena comprensién de estos
conceptos basicos cuando se complete este capitulo.

Se presentan los siguientes conceptos bésicos. En primer lugar, se utiliza la
teoria de conjuntos para especificar el espacio muestral y los sucesos de un expe-
rimento aleatorio. En segundo lugar, los axiomas de la probabilidad especifican
las reglas para el célculo de las probabilidades de sucesos. En tercer lugar, la no-
cién de probabilidad condicional permite determinar como la informacion parcial
sobre los resultados de un experimento afecta a las probabilidades de los suce-
sos. La probabilidad condicional también permite formular el concepto de “inde-
pendencia” de sucesos y experimentos. Por tltimo, se consideran experimentos
aleatorios “secuenciales” que consisten en realizar una serie de subexperimen-
tos aleatorios simples. Se muestra cémo las probabilidades de sucesos en estos
experimentos se pueden derivar de las probabilidades de los subexperimentos
simples. A lo largo del manual se demuestra que los experimentos aleatorios
complejos pueden ser analizados mediante la descomposicién de los mismos en
subexperimentos simples.

Especificacion de experimentos aleatorios

Un experimento aleatorio es un experimento en el que el resultado varia de
una manera impredecible cuando el experimento se repite en las mismas con-
diciones. Un experimento aleatorio se especifica al establecer un procedimiento
experimental y un conjunto de una o mas mediciones y observaciones.

Ejemplo 2.1

Experimento E;: Seleccionar una bola de una urna que contiene bolas numeradas
del 1 al 50. Anotar el nimero de la bola.

Experimento Es: Seleccionar una bola de una urna que contiene bolas numeradas
del 1 al 4. Suponer que las bolas numeradas con 1 y 2 son de color negro y que
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las bolas numeradas con 3 y 4 son de color blanco. Anotar el niimero y el color
de la bola que se selecciona.

Ezxperimento Fs: Lanzar una moneda tres veces y anotar la secuencia de caras y
cruces.

FEzxperimento F4: Lanzar una moneda tres veces y anotar el niimero de caras.
Ezperimento E5: Contar el niimero de paquetes de voz, producido por un grupo
de N interlocutores en un periodo de 10 ms, que contienen sélo silencio.
Ezperimento Eg: Un bloque de informacién se transmite repetidamente a través
de un canal ruidoso hasta que un bloque sin errores llega al receptor. Contar el
nimero de transmisiones necesarias.

Ezperimento E7: Elegir al azar un niimero entre cero y uno.

Experimento Fg: Medir el tiempo transcurrido entre solicitudes de paginas en
un servidor web.

FEzxperimento Eg: Medir el tiempo de vida de un chip de memoria de un ordena-
dor dado en un entorno determinado.

Ezperimento Ejo: Determinar el valor de una senal de audio en un instante de
tiempo ;.

Ezxperimento E11: Determinar el valor de una senal de audio en los instantes de
tiempo t1 y to.

Ezxperimento E1o: Elegir al azar dos nimeros entre cero y uno.

Ezperimento Fq3: Escoger al azar un nimero X entre cero y uno, después escoger
al azar un nimero Y entre cero y X.

Ezxperimento E14: Una componente de un sistema se instala en el instante de
tiempo t = 0. Sea X (t) = 1 para t > 0 siempre y cuando el componente esté fun-
cionando, y sea X (¢) = 0 para cualquier instante de tiempo considerado después
de que la componente falle.

La especificacién de un experimento aleatorio debe incluir una exposicién
inequivoca de lo que exactamente estd medido u observado. Por ejemplo, los
experimentos aleatorios pueden constar del mismo procedimiento, pero diferir
en las observaciones realizadas, como se ilustra en los experimentos F3 y Fy.

Un experimento aleatorio puede involucrar mas de una medicién u observa-
cién, como se ilustra en los experimentos Es, Fs, 11, Fh2 v E13. Un experimento
aleatorio incluso puede implicar una continuidad de mediciones, como se muestra
en el experimento F1y.

Los experimentos Es, E4, E5, Eg, Eho v F13 son ejemplos de experimentos se-
cuenciales que pueden ser vistos como una sucesion de subexperimentos simples.
Podemos identificar los subexperimentos en cada uno de ellos? Observemos
que en el experimento Fi3 el segundo subexperimento depende del resultado del
primer subexperimento.
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El espacio muestral

Dado que los experimentos aleatorios no siempre producen el mismo resultado,
es necesario determinar el conjunto de posibles resultados. Definimos un resul-
tado o elemento muestral de un experimento aleatorio como un resultado que no
se puede descomponer en otros resultados. Cuando realizamos un experimento
aleatorio, se produce un tnico resultado. Asi, los resultados son mutuamente
excluyentes en el sentido de que no pueden ocurrir simultdneamente. El espacio
muestral S de un experimento aleatorio se define como el conjunto de todos los
posibles resultados.

Denotaremos mediante ¢ un resultado o elemento muestral de un experimen-
to, donde ( es un elemento o punto de S. Cada realizacién de un experimento
aleatorio puede ser visto como la selecciénal azar de un unico punto (resultado)
de S.

El espacio muestral .S se puede especificar de forma compacta mediante el uso
de la notaciéon de conjuntos. Se puede visualizar mediante tablas, diagramas,
intervalos de la recta real, o regiones del plano. Hay dos formas béasicas para
especificar un conjunto:

1. Listar todos los elementos, separados por comas, dentro de un par de llaves:

A=1{0,1,2,3},

2. Dar una propiedad que especifique los elementos del conjunto:

A = {z: x es un entero tal que 0 < z < 3}.

Observemos que el orden en el que se enumeran los elementos no cambia el
conjunto, por ejemplo, {0,1,2,3} y {1,2,3,0} son el mismo conjunto.

Los espacios muestrales correspondientes a los experimentos del ejemplo 2.1
se muestran a continuacién utilizando notaciéon de conjuntos:
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(a) Sample space for Experiment E;. (b) Sample space for Experiment Eg.
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Figura 2.1 Espacios muestrales de los experimentos E7, Eg, E12 y Fis.

Ejemplo 2.2

Sy ={1,2,...,50}

S2 = {(1,n),(2,n),(3,b), (4,0)}

S3 ={CCC,CCX,CXC,XCC,XXC,XCX,CXX, XXX}
Sy =1{0,1,2,3}

S5 =1{0,1,2,...,N}

Se={1,2,3,...}

S7={z:0<x <1} =][0,1] ver figura 2.1(a)
Ss={t:t>0} =1[0,]

Sog={t:t>0} =10,00] ver figura 2.1(b)

S1o={v:—00<v <0} =(—00,00)

]

S11 = {(v1,v2) : —00 < v < o0y — 00 < vy < o0}

Si2={(z,y): 0 <2 <1y0 <y <1} ver figura 2.1(c)

Sz ={(z,y): 0 <y <z <1} ver figura 2.1(d)

S14 = conjunto de funciones X (t) para las cuales X (t) =1 para0 <t <tgy
X (t) =0 parat > tg, donde ty > 0 es el instante de tiempo en el que

la componente falla

Los experimentos aleatorios que involucran el mismo procedimiento experi-
mental pueden tener diferentes espacios muestrales, como se muestra en los ex-
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perimentos Fs3 y FE4. Por tanto, el propésito de un experimento influye en la
eleccion del espacio muestral.

Hay tres posibilidades para el ntimero de resultados en un espacio muestral.
Un espacio muestral puede ser finito, infinito numerable o infinito no numera-
ble. Diremos que S es un espacio muestral discreto si S es numerable, es decir,
sus resultados se pueden poner en correspondencia uno a uno con los enteros
positivos. Diremos que S es un espacio muestral continuo si S es no numerable.
Los experimentos F1, Fo, F3, E4 y E5 tienen espacios muestrales discretos fini-
tos. El experiemento Fg tiene un espacio muestral discreto infinito numerable.
Los experimento E7 al Fy3 tienen espacios muestrales continuos.

Dado que el resultado de un experimento puede consistir en una o mas ob-
servaciones o mediciones, el espacio muestral S puede ser multi-dimensional.
Por ejemplo, los resultados en los experimentos Fso, F11, E12 y F13 son bidimen-
sionales, y los del experimento E3 son tridimensionales. En algunos casos, el
espacio muestral se puede escribir como el producto cartesiano de otros conjun-
tos. Por ejemplo, S1; = R x R, donde R es el conjunto de los numeros reales, y
S3=8x%x8 xS, donde S ={C, X}.

A veces es conveniente dejar que el espacio muestral incluya resultados que
sean imposibles. Por ejemplo, en el experimento Ey es conveniente definir el
espacio muestral como la recta real positiva, a pesar de que un dispositivo no
puede tener una duracién infinita.

Sucesos

Habitualmente no estamos interesados en la ocurrencia de unos resultados es-
pecificos, sino més bien en la ocurrencia de algin evento o suceso (es decir, si
el resultado satisface ciertas condiciones). Esto requiere que consideramos sub-
conjuntos de S. Diremos que A es un subconjunto de B si cada elemento de
A pertenece también a B. Por ejemplo, en el experimento Eig, que involucra
la medicién de una tensién, podriamos estar interesados en el suceso “la senal
de tension es negativa”. Las condiciones de interés definen un subconjunto del
espacio muestral, es decir, el conjunto de puntos ¢ de S que satisfacen las condi-
ciones dadas. Por ejemplo, “la tensién es negativa”se corresponde con el conjunto
{¢: =00 < ¢ < 0}. El suceso ocurre si y sélo si el resultado del experimento ¢
estd en este subconjunto. Por esta razén, los sucesos se corresponden con sub-
conjuntos de S.

Dos sucesos de especial interés son el suceso seguro, .S, formado por todos los
resultados y, por lo tanto, ocurre siempre, y el suceso imposible o suceso nulo,
@, que no contiene ningtn resultado y, por lo tanto, no ocurre nunca.

Ejemplo 2.3
En los ejemplos siguientes, Ay hace referencia a un suceso correspondiente al
experimento Ej, del ejemplo 2.1.
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E;: “Se selecciona una bola con nimero par,” A; = {2,4,...,48,50}.

Es: “La bola es blanca y con ntmero par,” Ay = {(4,b)}.

Es5: “Los tres lanzamientos dan el mismo resultado,” As = {CCC, X X X }.

Ey4: “El ntiimero de caras es igual al niimero de cruces, ” Ay = @,

E5: “ No se han producido paquetes activos,” A5 = {0}.

Eg: “ Se requieren menos de 10 transmisiones,” Ag = {1,...,9}.

E7: ¢ El nimero seleccionado no es negativo,” A7 = Sy.

FEs: ¢ Han transcurrido menos de ¢y segundos entre las solicitudes de pagina,”
Ag :{t30§t<t0}: [O,to).

Eg: “ El chip ha durado més de 1000 horas pero menos de 1500,” A9 = {¢ :
1000 < ¢ < 1500} = (1000, 1500).

Eqp: ¢ El valor absoluto de la tensién es menor que 1 voltio,” Ajg = {v: -1 <
v<1}=(-1,1).

Eq1: “ Las dos tensiones tienen polaridades opuestas,” Ay = {(v1,v2) : (v1 <
Oywve>0)6(v1 >0yw2<0)}.

E15: “Los dos ntumeros difieren en menos de 1/10,” A2 = {(z,y) : (x,y) €
Si2y |z —y| <1/10}.

Eq5: “ Los dos numeros difieren en menos de 1/10,” A3 = {(z,y) : (z,y) €
Si3y |r —y| < 1/10}.

FEh4: © El sistema estda en funcionamiento en el instante de tiempo t1,” Ay =
subconjunto de S14 para el que X (1) = 1.

Un suceso puede estar formado por un solo resultado, como en Ay y As. Un
suceso procedente de un espacio muestral discreto que consta de un solo resultado
se llama suceso elemental. Los sucesos Ay y A5 son sucesos elementales. Un suceso
también puede estar formado por todo el espacio muestral, como en A7. El suceso
nulo, @, surge cuando ninguno de los resultados satisfacen las condiciones que
especifican un suceso determinado, como en Ay.

Revisién de la teoria de conjuntos

En los experimentos aleatorios nos interesa en particular la ocurrencia de su-
cesos que estan representados por conjuntos. Podemos combinar sucesos usando
operaciones de conjuntos para obtener a su vez otros sucesos. También se pue-
den expresar sucesos complejos como combinaciones de sucesos simples. Antes
de proceder con un analisis mas detallado de los sucesos y los experimentos
aleatorios, presentamos algunas conceptos esenciales de la teoria de conjuntos.

Un conjunto es una coleccién de objetos que denotaremos mediante letras
mayusculas S, A, B, ... Se define U como el conjunto universal a aquel que se
compone de todos los posibles objetos de interés en un escenario o aplicacién
dados. En el contexto de los experimentos aleatorios nos referiremos al conjunto
universal como el espacio muestral. Por ejemplo, el conjunto universal en el
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experimento Fg es U = {1,2,...}. Un conjunto A es una coleccién de objetos
de U, y llamaremos a estos objetos elementos o puntos del conjunto A y que
denotaremos con letras minusculas, (,a,b, z,y, ... Usaremos la notacién:

reAd y x¢ A

“r no es un elemento de A”, respec-

para indicar que “z es un elemento de A” o
tivamente.

Usaremos diagramas de Venn cuando tratemos con conjuntos. Un diagrama
de Venn permite la ilustracion de los conjuntos y sus interrelaciones. El conjunto
universal U se representa generalmente como el conjunto de todos los puntos
dentro de un rectdngulo, como se muestra en la figura 2.2(a). El conjunto A es
entonces el conjunto de puntos dentro de una regién cerrada dentro del rectangu-
lo.

Diremos que A es un subconjunto de B si cada elemento de A pertenece
también a B, es decir, si z € A implica que x € B. Diremos que “A esta contenido
en B” y denotaremos:

ACB

Si A es un subconjunto de B, entonces el diagrama de Venn muestra la region
A dentro de la regién B, como se ve en la figura 2.2(e).

Ejemplo 2.4

En el experimento Fjg tres conjuntos de interés podrian ser A = {z : @ > 10} =
{10,11,...}, es decir, se requieren 10 o més transmisiones; B = {2,4,6,...}, el
ndimero de transmisiones es un numero par; y C' = {x : x > 20} = {20,21,...}.
;,Cudl de estos conjuntos es subconjunto de los deméas?

Estd claro que C es un subconjunto de A (C C A). Sin embargo, C' no es
un subconjunto de B, y B no es un subconjunto de C, ya que ambos conjuntos
contienen elementos que el otro conjunto no contiene. Del mismo modo, B no es
un subconjunto de A, y A no es un subconjunto de B.

El conjunto vacio @ se define como el conjunto que no tiene elementos. El
conjunto vacio @ es subconjunto de cualquier conjunto, es decir, para cualquier
conjunto A, se verifica @ C A.

Diremos que los conjuntos A y B son iguales si contienen los mismos elementos.
Puesto que cada elemento en A también estd en B, entonces x € A implica que
x € B, por lo que A C B. Del mismo modo todos los elementos de B también
estdan en A, por lo que x € B implica que x € A y asi B C A. Por lo tanto:

A=B siysdlosi ACB y BCA
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El método estdndar para demostrar que dos conjuntos, A y B, son iguales es
demostrar que A C By B C A. Un segundo método consiste en listar todos los
elementos de A y todos los elementos de B, y demostrar que todos los elementos
son los mismos. Una variante de este segundo método es utilizar un diagrama
de Venn para identificar la regién que corresponde a A y demostrar entonces
que el diagrama de Venn correspondiente a B ocupa la misma regiéon. Veremos
ejemplos de ambos métodos mas adelante.

Vamos a utilizar tres operaciones basicas entre conjuntos. Las operaciones de
union e interseccion se aplican a dos conjuntos y dan como resultado un tercer
conjunto. La operacién complementario se aplica a un tnico conjunto y da como
resultado otro conjunto.

La unién de dos conjuntos A y B se denota por AU B y se define como el
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conjunto de resultados que estan en A o en B, o en ambos:
AUB={z:z€A o z€ B}

La operacion A U B se corresponde con el “0” légico de las propiedades que
definen los conjuntos A y B, es decir, x estd en AU B si z satisface la propiedad
que define a A, o x satisface la propiedad que define a B, o ambas cosas. El
diagrama de Venn de A U B consiste en la regién sombreada de la figura 2.2(a).

La interseccién de dos conjuntos A y B se denota por AN B y se define como
el conjunto de los resultados que estan tanto en A como en B:

AnNB={z:x€A y x€ B}

La operacién ANB se corresponde con el “y” 16gico de las propiedades que definen
los conjuntos A y B. El diagrama de Venn para A N B se compone de la doble
regiéon sombreada de la figura 2.2(b). Se dice que dos conjuntos son disjuntos o
mutuamente excluyentes si su interseccién es el conjunto vacio, AN B = @. La
figura 2.2(d) muestra dos conjuntos mutuamente excluyentes A y B.

El complementario de un conjunto A se denota por A€ y se define como el
conjunto de todos los elementos que no estan en A:

A¢={x:x ¢ A}

La operacién A° se corresponde con el “no” légico de la propiedad que define el
conjunto A. La figura 2.2(c) muestra A°. Observemos que S =0y 0¢=S.

La diferencia de dos conjuntos A y B es el conjunto de elementos de A que no
estan en B:

A-B={xz:2€A y x¢ B}
A— B se obtiene mediante la eliminacién en A de todos los elementos que también

estdn en B, como se muestra en la figura 2.2(f). Observemos que A— B = ANB°.
Ademsds, se verifica también que B¢ = S — B.

Ejemplo 2.5
Sean A, B y C los sucesos del experimento Fg del ejemplo 2.4. Buscamos los
siguientes sucesos: AUB, AN B, A°, B¢, A— By B— A.
AUB =1{2,4,6,8,10,11,12,.. .};
ANB=1{10,12,14.. };
A ={z:2 <10} ={1,2,...,9};
B¢ ={1,3,5,...};
A—B=1{11,13,15,.. };
B—A=1{2,4,6,8}.
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Las tres operaciones basicas planteadas se pueden combinar para formar otros
conjuntos. Las siguientes propiedades de las operaciones de conjuntos son tutiles
para la obtencién de nuevas expresiones para la combinacién de conjuntos:

Propiedad conmutativa:

AUB=BUA y ANB=BnNA. (2.1)

Propiedad asociativa:

AU(BUC)=(AUB)UC y AN(BNC)=(ANB). (2.2)

Propiedad distributiva:

Au(BNC)=(AUuB)N(AUC) vy AN(BUC)=(ANB)U(ANC). (2.3)

Mediante la aplicacion de las propiedades anteriores podemos derivar nuevas
igualdades. Las leyes de DeMorgan son un ejemplo importante de ello:
Leyes de DeMorgan:

(AUB)°=A°NB° y (ANB)° = A°UB". (2.4)

Ejemplo 2.6

Demostracién de las leyes de DeMorgan mediante diagramas de Venn y la igual-
dad de conjuntos. En primer lugar vamos a utilizar un diagrama de Venn para
demostrar la primera igualdad. La regién sombreada de la figura 2.2(g) muestra
el complementario de A U B, el lado izquierdo de la ecuacién. La region rayada
de la figura 2.2(h) muestra la interseccién de A€y B¢. Las dos regiones son las
mismas y por lo tanto los conjuntos son iguales. El diagrama de Venn para la
segunda ecuacién se obtiene de forma anéloga.

A continuacién demostramos las leyes de DeMorgan, verificando la igualdad
de conjuntos. La prueba consta de dos partes: en primer lugar, demostramos que
(AUB)¢ C A°N B¢; a continuacién, demostramos que A°N B¢ C (AU B)°. Estos
resultados conjuntamente implican que (AU B)¢ = A°N B°.

En primer lugar, supongamos que x € (A U B)°, entonces © ¢ AU B. En
particular, tenemos que z ¢ A, lo que implica que = € A°. Del mismo modo,
tenemos que x € B¢y asi « ¢ B. Por lo tanto, x pertenece tanto a A° como a
B¢, es decir, z € A° N B°. Hemos demostrado entonces que (AU B)¢ C A°N B°.

Para probar la inclusién en el otro sentido, supongamos que x € AN B€. Esto
implica que & € A°, por lo que & ¢ A. Del mismo modo, x € B¢ por lo que « ¢ B.
Por lo tanto, « ¢ (AU B) y entonces = € (AU B)¢. Hemos comprobado con esto
que A°N B° C (AU B)°. Por lo que queda demostrado que (AU B)¢ = A°N B°.

Para probar la segunda ley de DeMorgan, aplicamos la primera ley de DeMor-
gan a A° y B¢ obteniendo:

(A°U B = (A°)° N (B°)° = AN B,
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donde hemos usado la identidad A = (A¢)¢. Tomando ahora el complementario
de ambos lados de la anterior ecuacion:

A°UB® = (ANB)°.

Ejemplo 2.7
Se definen los siguientes conjuntos A, B y C para el experimento E1q

A={v:|v] >10}, “la magnitud de v es mayor de 10 voltios”,
B={v:v< -5}, “vesmenor de —5 voltios”,

C={v:v>0}, “v es positiva’.
Se puede comprobar que

AUB={v:v<-=56v>10},
ANB={v:v<—-10},
C={v:v <0},

(AuB)NC ={v:v> 10},
ANBNC =0,
(AUB)® = {v: -5 < v < 10}.

Las operaciones de union e interseccién pueden repetirse para un numero ar-
bitrario de conjuntos. Asi, la unién de n conjuntos

UAr=4104,u0...04, (2.5)
k=1

es el conjunto que consta de todos los elementos que se encuentran en Ay para
al menos un valor de k. La mismo definicién se aplica a la uniéon de una sucesién
infinita numerable de conjuntos:

U A (2.6)
k=1

La interseccion de n conjuntos

ﬂAszmAm...mAn (2.7)
k=1

es el conjunto que consta de los elementos que estdn en todos los conjuntos
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Aq,...,A,. La misma definicién se aplica a la interseccién de una sucesién infi-
nita numerable de conjuntos:

ﬁ Ay (2.8)
k=1

Veremos que las uniones e intersecciones numerables de conjuntos son esenciales
en el tratamiento de espacios muestrales que no son finitos.

Clases de sucesos

Hemos presentado el espacio muestral S como el conjunto de todos los posi-
bles resultados del experimento aleatorio. También hemos presentado los sucesos
como subconjuntos de S. La teoria de la probabilidad también requiere que es-
tablezcamos la clase F de sucesos de interés. Sélo a los sucesos de esta clase se
les asignan probabilidades. Se espera que cualquier operacién de conjuntos en F
dé como resultado un conjunto que también sea un suceso de F.

En particular, recordemos que los conjuntos complementarios, asi como las
uniones e intersecciones numerables de sucesos de F, es decir, las ecuaciones
(2.1) y (2.5) — (2.8), dan como resultado sucesos de F. Cuando el espacio mues-
tral S es finito o numerable, simplemente suponemos que F estd formado por
todos los subconjuntos de S y se puede proceder sin tener en cuenta mayores
consideraciones acerca de F. Sin embargo, cuando S es la recta real R (o un
intervalo de la recta real), no podemos suponer que F esté formada por todos
los posibles subconjuntos de R y, al mismo tiempo, satisfaga los axiomas de la
probabilidad. Afortunadamente, podemos obtener todos los sucesos de interés
préactico definiendo F como la clase de sucesos obtenidos como complementarios
y uniones e intersecciones de intervalos de la recta real, por ejemplo, (a,b] o
(—o0, b]. Nos referiremos a este tipo de sucesos como el espacio de Borel. En el
resto del curso, haremos referencia a la clase de sucesos F en contadas ocasiones.
Para un curso de probabilidad a nivel introductorio no se necesita saber mas de
lo establecido en este parrafo.

Cuando hablamos de una clase de sucesos nos referimos a una coleccién (con-
junto) de sucesos (conjuntos), es decir, estamos hablando de un “conjunto de
conjuntos”. Nos referimos a la coleccién de conjuntos como una clase para recor-
dar que los elementos de la clase son conjuntos. Usamos letras géticas maytsculas
para referenciar una clase, por ejemplo, C, F, G. Si la clase C se compone de la
coleccién de conjuntos de Ay, ..., A, entonces escribiremos C = {A4y,..., A, }.

Ejemplo 2.8

Sea S = {C, X} el resultado del lanzamiento de una moneda. Supongamos que
todo subconjunto de S es un suceso. Queremos encontrar todos los posibles suce-
sos de S.  Dado que un suceso es un subconjunto de S, tenemos que encontrar
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todos los posibles subconjuntos de S, que son los siguientes:
§={0.{C},{X}.{C,X}}

Observemos que S incluye tanto el conjunto vacio como S. Sean i¢ y 7 x numeros
binarios, donde ¢ = 1 indica que el correspondiente elemento de S pertenece a
un subconjunto dado. Generamos todos los posibles subconjuntos tomando todos
los valores posibles del par i¢ y ix. Por tanto, ix = 0,ic = 1 se corresponde
con el conjunto {C'}. Es sencillo ver que hay 22 posibles subconjuntos tal y como
hemos enumerado anteriormente.

Para un espacio muestral finito, S = {1,2,...,k}, por lo general supondremos
que todos los subconjuntos de S son sucesos. Esta clase de sucesos se denomina
conjunto potencia de S y lo denotaremos por §. Podemos indexar todos los
posibles subconjuntos de S con ntimeros binarios, 1, ¢, . . . , 1%, y NOs encontramos
con que el conjunto potencia de S cuenta con 2 elementos. Debido a esto, el
conjunto potencia también se denota como S = 2.

Los axiomas de la probabilidad

Las probabilidades son nimeros asignados a sucesos que indican cémo de “pro-
bable” es que los sucesos ocurran cuando se lleva a cabo un experimento. Una
ley de probabilidad para un experimento aleatorio es una regla que asigna pro-
babilidades a los sucesos del experimento que pertenecen a la clase de sucesos F.
Asi, una ley de probabilidad es una funcién que asigna un ntmero a conjuntos
(sucesos). En la seccién 1.3 encontrdbamos una serie de propiedades de la fre-
cuencia relativa que cualquier definicién de probabilidad deberia satisfacer. Los
axiomas de la probabilidad establecen formalmente que una ley de probabilidad
debe satisfacer estas propiedades. En esta seccién, desarrollamos una serie de
resultados que se derivan de este conjunto de axiomas.

Sea E un experimento aleatorio con espacio muestral S y clase de sucesos F.
Una ley de probabilidad para el experimento F es una regla que asigna a cada
suceso A € F un numero P[A], llamado probabilidad de A, que satisface los
siguientes axiomas:

Azioma I 0 < P[A]

Azioma II P[S]=1

Azioma III St AN B =0, entonces P[AU B] = P[A] + P[B].

Azioma III Si Aj, Ao, ... es una sucesion de sucesos tales que

A;NAj =0 para todo i # j, entonces

o S
k=1 k=1

Los axiomas I, II y III son suficientes para trabajar con experimentos que

P
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tienen asociados espacios muestrales finitos. Con el fin de manejar experimentos
con espacios muestrales infinitos, el axioma III necesita ser reemplazado por el
axioma III’. Observemos que el axioma IIT’ incluye el axioma III como un caso
particular, suponiendo que A = ) para todo k > 3. Asi que realmente sélo se
necesitan los axiomas I, IT y III". Sin embargo, se obtiene un mayor conocimiento
partiendo de los axiomas I, IT y III.

Los axiomas nos permiten ver los sucesos como objetos que poseen una pro-
piedad (es decir, su probabilidad) que tiene caracteristicas similares a la masa
fisica. El axioma I establece que la probabilidad (masa) es no negativa, y el
axioma II establece que hay una cantidad fija total de probabilidad (masa), es
decir, 1 unidad. El axioma IIT establece que la probabilidad (masa) total en dos
objetos disjuntos es la suma de las probabilidades (masas) individuales.

Los axiomas nos proporciona un conjunto de reglas consistentes que cualquier
asignacién de probabilidad valida debe satisfacer. A continuacién desarrollare-
mos varias propiedades derivadas de los axiomas que son tutiles en el cédlculo de
probabilidades.

El primer resultado establece que si hacemos una particion del espacio muestral
en dos sucesos mutuamente excluyentes A y A¢, entonces las probabilidades de
estos dos sucesos suman uno.

COROLARIO 1
P[A°] =1— P[4]

Demostracion Puesto que un suceso A y su complementario A€ son mutuamente
excluyentes, AN A = ), por el axioma III tenemos que

P[AU A°] = P[A] + P[A“].
Dado que S = AU A€, por el axioma II,
1 = P[S] = P[AU A°] = P[A] + P[A°].
El corolario queda demostrado despejando P[A]. O

El siguiente corolario establece que la probabilidad de un suceso es siempre
menor o igual que uno. El corolario 2 en combinacién con el axioma I proporcio-
nan una buena herramienta para chequear las soluciones de los problemas: si las
probabilidades son negativas o mayores que uno, hay un error en alguna parte.
COROLARIO 2

P[A] <1

Demostracion  Por el corolario 1,
P[A] =1- P[A]] <1,
dado que P[A°] >0 O

El corolario 3 establece que el suceso imposible tiene probabilidad cero.
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COROLARIO 3
PO} =0
Demostracion Tomando A =Sy A¢ = en el corolario 1:
P[@O]=1-P[S]=0.
|

El corolario 4 proporciona el método estandar para calcular la probabilidad
de un suceso complejo A. El método consiste en descomponer el suceso A como
la unién de sucesos disjuntos Aj, As, ..., A,. La probabilidad de A es la suma
de las probabilidades de los Ay.

COROLARIO 4 51 Ay, Ao, ..., A, son mutuamente excluyentes dos a dos, en-

tonces
n

= Z P[A] para n > 2.
k=1

P

U
k=1

Demostracion Usaremos inducciéon matematica. El axioma III implica que el

resultado es cierto para n = 2. A continuaciéon tenemos que demostrar que si el
resultado es verdadero para algin n, entonces también es cierto para n+ 1. Esto,
combinado con el hecho de que el resultado es cierto para n = 2, implica que el
resultado es cierto para n > 2.

Supongamos que el resultado es cierto para algin n > 2, es decir,
n
U A

k=1

P

-y PiAL (29)
k=1

y consideremos el caso n + 1

(o

k=1

n+1

U 4
k=1

donde hemos aplicado el axioma IIT a la segunda expresion después de observar

P =P =P LnJAk

k=1

+P[A, ], (2.10)

que la unién de los sucesos A; hasta A, es mutuamente excluyente con A, 1.
La propiedad distributiva implica entonces

{UAk}mAnJrl U{AkﬁAnJrl}: U®:®

k=1 k=1 k=1
Sustituyendo la ecuacién (2.9) en la ecuacién (2.10) obtenemos el caso n + 1

n+1

U
k=1

n+1

= PlA].
k=1

P

O

El corolario 5 proporciona una expresién para la unién de dos sucesos que no
son necesariamente mutuamente excluyentes.
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AN

ANB AN B

Figura 2.3 Descomposicién
de AU B en tres conjuntos
disjuntos.

\.\_)<_

COROLARIO b
P[AUB] = P[A] + P[B] — P[ANn B].
Demostracion  En primer lugar, se descomponen AU B, A, y B como unién de
sucesos disjuntos. A partir del diagrama de Venn de la figura 2.3,
P[AUB]=P[ANB|+ P[A°NB]+ P[ANB],
P[A]=P[ANB°|+ P[ANB],
P[B]=P[BNA‘ ]+ P[ANB].

Sustituyendo la expresién de P[A N B¢y P [B N A°] de las dos tltimas ecuacio-
nes en la primera ecuacion, se obtiene el corolario. O

Al observar el diagrama de Venn de la figura 2.3, se comprueba que la suma
P[A]+ P[B] tiene en cuenta dos veces la probabilidad (masa) del conjunto AN B.
La expresiéon del corolario 5 realiza la correcciéon oportuna.

El corolario 5 se generaliza facilmente al caso de tres sucesos,

P[AUBUC]=P[A]+ P[B]+ P[C]— P[AN B]
—P[ANC]—-P[BNnC]+P[ANnBNC], (2.11)

y en general a n sucesos, tal y como se muestra en el corolario 6.

COROLARIO 6

n

U

::ﬁi}ﬂAﬂA—E:}ﬂAjﬂ/hj+~~'+(—lyﬂ4fﬁA1ﬂ.“rﬁAd.

i<k

Demostracion  Se realiza por induccién. O

Dado que las probabilidades son no negativas, el corolario 5 implica que la
probabilidad de la unién de dos sucesos no es mayor que la suma de las proba-
bilidades de los sucesos individuales

P[AuU B] < P[A] + P[B]. (2.12)
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entonces P[A] < P[B].

La desigualdad anterior es un caso especial del hecho de que un subconjunto
de otro conjunto debe tener menor probabilidad. Este resultado se utiliza con
frecuencia para obtener cotas superiores para probabilidades de interés. La si-
tuacién tipica en la que estamos interesados es aquella en la que el suceso A tiene
una probabilidad dificil de encontrar; en ese caso buscamos un suceso B para el
cual se pueda encontrar su probabilidad y que incluya a A como subconjunto.

COROLARIO 7 Si A C B, entonces P[A] < P|[B].
Demostracion En la figura 2.4, B es la unién de A y A°N B, por tanto
P[B] = P[A] + P|A°n B] > P[A],
dado que P[A°N B] > 0. O

Los axiomas junto con el corolario nos proporcionan un conjunto de reglas para
el célculo de probabilidades de ciertos sucesos en términos de otros sucesos. Sin
embargo, todavia seguimos necesitando una asignacion de probabilidad inicial
para ciertos conjuntos basicos de sucesos a partir de los que la probabilidad
de todos los demaés sucesos se puedan calcular. Este problema se aborda en las
proximas dos subsecciones.

Espacios muestrales discretos

En esta seccion se muestra que la ley de probabilidad para un experimento
con un espacio muestral contable se puede especificar proporcionando las proba-
bilidades de los sucesos elementales. En primer lugar, suponemos que el espacio
muestral es finito, S = {a1,as,...,a,} y suponemos que F estd formado por
todos los subconjuntos de S. Todos los diferentes sucesos elementales son mu-
tuamente excluyentes, por lo que por el corolario 4 la probabilidad de cualquier
al.} viene dada por

sap}] = P[{ai}] + P[{ag}] + - + Pl{ay,}]; (2.13)

es decir, la probabilidad de un suceso es igual a la suma de las probabilidades

suceso B = {a,db, ...,

P[B] = P[{ad},ad}, ...

de los resultados del suceso. Por tanto, llegamos a la conclusion de que la ley
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de probabilidad para un experimento aleatorio con un espacio muestral finito se
especifica dando las probabilidades de los sucesos elementales.

Si el espacio muestral tiene n elementos, S = {ay,as, ..., a,}, una asignacién
de probabilidades de especial interés es el caso en el que los resultados son igual-
mente probables (equiprobables). La probabilidad de los sucesos elementales es

Pl{a)] = Pl{as}] =+ = Pl{an}] = (214)

La probabilidad de cualquier suceso que se compone de k resultados, por ejemplo
B = {d},dh,...,a,}, es

P[B] = Pl{a1}] + P[{as}] + - + P[{ap}] = S (2.15)

De esta forma, si los resultados son equiprobables, entonces la probabilidad de
un suceso es igual al nimero de resultados del suceso dividido por el ntmero
total de resultados del espacio muestral.

Consideremos el caso en el que el espacio muestral es infinito numerable, S =
{a1,aq,...}. Sea S la clase de sucesos formada por todos los subconjuntos de
S. Observemos que F ahora debe satisfacer la ecuacién (2.8) porque los sucesos
pueden estar formados por uniones numerables de conjuntos. El axioma IIT’
implica que la probabilidad de un suceso como D = {b], b5, b5, ...} viene dada
por

PID] = P[{by, by, b, ...} = P[{b1}] + P[{b5}] + P[{b5}] + - --

La probabilidad de un suceso con un espacio muestral infinito numerable se
determina a partir de las probabilidades de los sucesos elementales.

Ejemplo 2.9

Una urna contiene 10 bolas idénticas numeradas con las cifras 0,1,...,9. Se
considera el experimento aleatorio que consiste en seleccionar al azar una bola
de la urna y anotar el nimero de la bola. Queremos encontrar la probabilidad
de los siguientes sucesos:

A = “el nimero de la bola seleccionada es impar”,
B = “el nimero de la bola seleccionada es multiplo de 37,

C = “el numero de la bola seleccionada es menor que 5”,

y ademas, AUBy AUBUC.
El espacio muestral es S = {0, 1,...,9}, por lo que los conjuntos de resultados
correspondientes a los sucesos anteriores son

A=1{1,3,5,7,9}, B={3,6,9}, y C ={0,1,2,3,4}.
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Si suponemos que los resultados son equiprobables, entonces,

PLA4] = PI{1}) + PI3Y + PUSH + PUTY + P9} = 15,
PIB] = PI{3}|+ PO} + PL{9}) = 5,
PIC) = PO} + PH{IH + PI{2}] + PI{3}] + PI{4}] =

Y por el corolario 5,
) 3 2 6
P[AUB]=P[A]+ P|B] - P[ANB]=—+ — — — = —
AUB| = PlA] + PIB) ~ PlAN B = 2+ 2 - 2 - 0
donde hemos utilizado el hecho de que ANB = {3, 9}, por lo que P[ANB] = 2/10.

Finalmente, por el corolario 6,
P[AUBUC] = P[A]+ P[B] + P|[C]— P[AnB] - P[AnC]—P[BNC]+ P[ANn BN B]
5,383,565 2 2 1 1 9
10 10 10 10 10 10 10 10

Quedaria para el detalle verificar las respuestas de P[AU B] y P[AU B U C]
mediante la enumeracién de los resultados de los correspondientes sucesos.

Se pueden concebir muchos modelos de probabilidad para el mismo espacio
muestral y los mismos sucesos, variando la asignaciéon de probabilidad; en el
caso de los espacios muestrales finitos todo los que tenemos que hacer es propor-
cionar, como probabilidades de los sucesos elementales, n nimeros no negativos
cuya suma sea uno. Por supuesto, en cualquier situacion particular, la asignacién
de probabilidad debe ser seleccionada de forma que refleje las observaciones ex-
perimentales en la medida de lo posible. El siguiente ejemplo muestra que pueden
surgir situaciones donde hay méas de una asignacién de probabilidad “razonable”
y donde es necesaria la evidencia experimental para decidir cual es la asignacién
apropiada.

Ejemplo 2.10
Supongamos que se lanza una moneda tres veces. Si observamos la secuencia de
caras y cruces, entonces hay ocho posibles resultados

S3 ={CCC,CCX,CXC,XCC,XXC, XCX,CXX,XXX}.

Si suponemos que los resultados de S3 son equiprobables, entonces la proba-
bilidad de cada uno de los ocho sucesos elementales es 1/8. Esta asignacién de
probabilidad implica que la probabilidad de obtener dos caras en tres lanzamien-
tos es, por el corolario 3,

P[“2 caras en 3 lanzamientos”] = P[{CCX,CXC, XCC}]

— P{CCX}] + P{CXCY] + P{XCCY] =

]
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Supongamos ahora que lanzamos una moneda tres veces pero contamos el
numero de caras en tres lanzamientos en lugar de observar la sucesion de caras
y cruces. El espacio muestral es ahora Sy = {0,1,2,3}. Si suponemos que los
resultados de Sy son equiprobables, entonces cada uno de los sucesos elementales
de Sy tiene una probabilidad de 1/4. Esta segunda asignacién de probabilidad
predice que la probabilidad de obtener dos caras en tres lanzamientos es

1
P[“2 caras en 3 lanzamientos”] = P[{2}] = 1

La primera asignacién de probabilidad implica que la probabilidad de dos caras
en tres lanzamientos es 3/8, y la segunda asignacién de probabilidad prevé que la
probabilidad es de 1/4. Por tanto, las dos asignaciones no son consistentes entre
si. En cuanto a la teoria se refiere, cualquiera de las asignaciones es aceptable. Nos
corresponde a nosotros decidir qué asignacién es més adecuada. Mas adelante en
el capitulo veremos que sélo la primera asignacién es consistente con el supuesto
de que la moneda esta equilibrada y que los lanzamientos son “independientes”.
Esta asignacion predice correctamente las frecuencias relativas que se observarian
en el experimento real del lanzamiento de una moneda.

Finalmente, consideramos un ejemplo con un espacio muestral infinito nume-
rable.

Ejemplo 2.11

Una moneda equilibrada se lanza repetidamente hasta que aparezca la primera
cara; el resultado del experimento es el niimero de lanzamientos necesarios hasta
que aparece la primera cara. Queremos encontrar una ley de probabilidad para
este experimento.

Es concebible que sea necesario un ntimero arbitrariamente grande de lan-
zamientos hasta que aparezca la cara, por lo que el espacio muestral es S =
{1,2,3,...}. Supongamos que el experimento se repite n veces. Sea NN; el nime-
ro de ensayos en los que la primera cara aparece en el j-ésimo lanzamiento. Si
n es muy grande, se espera que N; sea aproximadamente n/2 ya que la moneda
no estd cargada (estd equilibrada). Esto implica que es necesario un segundo
lanzamiento aproximadamente n — Ny & n/2 veces, y de nuevo, se espera que
aproximadamente la mitad de estos — es decir, n/4 — dard como resultado una
cara, y asl sucesivamente, como se muestra en la figura 2.5. Por tanto, para n
grande, las frecuencias relativas son
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n trials

Heads

n .
= — frials
4

n .
=~ — trials
8

Figura 2.5 En n ensayos aparecen caras en el primer lanzamiento n/2 veces
aproximadamente, en el segundo lanzamiento n/4 veces aproximadamente, y
asi sucesivamente.

Concluimos por tanto que una ley de probabilidad razonable para este experi-
mento es

1 J
P[j lanzamientos hasta la primera cara] = <§> j=12,... (2.16)

Se puede comprobar que estas probabilidades suman uno mediante el uso de la
serie geométrica para o = 1/2

Espacios muestrales continuos

Los espacios muestrales continuos aparecen en experimentos en los que los re-
sultados son nimeros que puede asumir un continuo de valores, de forma que se
considera que el espacio muestral S es la recta real R (o un intervalo de la recta
real). En este caso, podriamos considerar que la clase de sucesos consistiera en
todos los subconjuntos de R. Pero resulta que esta clase es “demasiado grande”
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y es imposible asignar probabilidades a todos los subconjuntos de R. Afortuna-
damente, es posible asignar probabilidades a todos los sucesos de una clase més
pequena que incluye todos los sucesos de interés préactico. Esta clase denotada
por B, se llama conjunto de Borel y contiene todos los intervalos abiertos y ce-
rrados de la recta real, asi como todos los sucesos que se pueden obtener como
uniones, intersecciones y complementarios numerables. El axioma III’ vuelve a
ser la clave para calcular las probabilidades de sucesos. Sea A1, As, ... una suce-
sién de sucesos mutuamente excluyentes que se representan mediante intervalos
de la recta real, entonces

P

G Ap| = iP[Ak]
k=1 k=1

donde cada P[A}] se especifica mediante la ley de probabilidad. Por esta razén,
las leyes de probabilidad en experimentos con espacios muestrales continuos es-

pecifican una regla para asignar ntmeros a intervalos de la recta real.

Ejemplo 2.12
Consideremos el experimento aleatorio “elegir al azar un nimero x entre cero y
uno”. El espacio muestral S para este experimento es el intervalo unitario [0, 1],
que es infinito no numerable. Si suponemos que todos los resultados de S tienen
la misma probabilidad de ser seleccionados, entonces podriamos conjeturar que
la probabilidad de que el resultado esté en el intervalo [0,1/2] es la misma que la
probabilidad de que el resultado esté en el intervalo [1/2, 1]. También podriamos
conjeturar que la probabilidad de que el resultado sea exactamente igual a 1/2 es
cero, ya que hay un numero infinito no numerable de resultados equiprobables.
Consideremos la siguiente ley de probabilidad: “La probabilidad de que el
resultado caiga en un subintervalo de S es igual a la longitud del subintervalo”,
es decir,

Plla,b]] =(b—a) para 0<a<b<]1, (2.17)

donde por P[[a,b]] nos referimos a la probabilidad del suceso correspondiente
al intervalo [a, b]. Claramente, el axioma I se cumple dado que b > a > 0 . El
axioma II se deriva de que S = [a,b] cona=0y b=1.

Demostramos ahora que la ley de probabilidad es consistente con las conjeturas
anteriores acerca de las probabilidades de los sucesos [0,1/2],[1/2,1] y {1/2}:

P[[0,0.5]] =0.5— 0 =0.5,
P[[0.5,1]] =1—0.5=0.5.

Ademds, si 2o es un punto cualquiera de S, entonces P[[z,xo]] = 0 ya que los
puntos individuales tienen amplitud cero.
Supongamos ahora que estamos interesados en un suceso que es la unién de
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varios intervalos; por ejemplo, “el resultado se encuentra, al menos, a 0.3 unidades
de distancia del centro del intervalo unidad”, es decir, A = [0,0.2]U[0.8, 1]. Puesto
que los dos intervalos son disjuntos, tenemos por el axioma III que

P[A] = P[[0,0.2] + P[[0.8,1] = 0.4.

El siguiente ejemplo muestra que una asignacién de probabilidad inicial que
especifique la probabilidad de intervalos semi-infinitos también es suficiente para
especificar las probabilidades de todos los sucesos de interés.

Ejemplo 2.13

Supongamos que se mide la vida util de un chip de memoria de una computadora,
y nos encontramos con que “la proporcién de chips cuya vida 1util es superior a
t decrece exponencialmente con una tasa o”. Buscamos una ley de probabilidad
apropiada.

Sea S = {(0,00)} el espacio muestral de este experimento. Si interpretamos
la conclusién anterior como “la probabilidad de que la vida de un chip supera
t disminuye exponencialmente a una tasa a”, se obtiene entonces la siguiente
asignacién de probabilidades a los sucesos de la forma (¢, c0):

P[(t,00)] = e~ *" para t >0, (2.18)

donde o > 0. Observemos que la funcién exponencial es un ntimero entre 0 y 1
para t > 0, por lo que se satisface el axioma I. El axioma IT también se verifica

ya que
P[S] = P[(0,00)] = 1.

La probabilidad de que la vida til esté en el intervalo (r, s| se obtiene observando
en la figura 2.6 que (r, s] U (s,00) = (r,00), por lo que por el axioma III,

Pl(r,00)] = P[(r, s]] + P[(s, 00)].
Reordenando la ecuacién anterior obtenemos
Pl(r,s]] = Pl(r,00)] — P[(s,00)] = e~ — &=,

De esta forma se obtiene la probabilidad de intervalos arbitrarios en S.

En ambos ejemplos 2.12 y 2.13, la probabilidad de que el resultado tome
un valor especifico es igual a cero. Podemos preguntarnos: Si un resultado (o
suceso) tiene probabilidad cero, jno significa eso que no puede ocurrir? Y, a
continuacién, nos podemos preguntar: ;Como pueden tener probabilidad cero
todos los resultados de un espacio muestral? Se puede explicar esta paradoja
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{ ¥ Figura 2.6
(r,00) = 8(r, s] U (s, 00).

mediante el uso de la interpretacion de la probabilidad como una frecuencia
relativa. Un suceso que ocurre sé6lo una vez en un numero infinito de pruebas
tendra frecuencia relativa cero. Por lo tanto, el hecho de que un suceso o resultado
tenga frecuencia relativa cero, no implica que no pueda ocurrir, sino que se
produce con muy poca frecuencia. En el caso de los espacios muestrales continuos,
el conjunto de resultados posibles es tan rico que todos los resultados ocurren
con muy poca frecuencia, la suficiente como para que sus frecuencias relativas
sean cero.

Terminamos esta secciéon con un ejemplo donde los sucesos son regiones en el
plano.

Ejemplo 2.14
Consideremos el experimento Fjs, donde selecciondbamos dos ntmeros = e y
al azar entre cero y uno. El espacio muestral es entonces el cuadrado unidad
mostrado en la figura 2.7(a). Si suponemos que todos los pares de ntimeros en
el cuadrado unidad tienen la misma probabilidad de ser seleccionados, entonces
es razonable utilizar una asignacién probabilidad en la que la probabilidad de
cualquier region R en el interior del cuadrado unidad es igual al area de R.
Queremos encontrar la probabilidad de los siguientes sucesos: A = {x > 0.5},
B={y>05}yC={z>y}.

Las figuras 2.7(b) — 2.7(d) muestran las regiones correspondientes a los sucesos
A, By C. Es evidente que cada una de estas regiones tiene un drea de 1/2. Por
tanto

PJA] = % P[B] = % PlC] = %

Reiteramos la forma de proceder desde el planteamiento de un problema hasta
su modelo de probabilidad. El planteamiento del problema, implicita o explici-
tamente define un experimento aleatorio, que especifica un procedimiento expe-
rimental y una serie de mediciones y observaciones. Estas mediciones y observa-
ciones determinan el conjunto de todos los resultados posibles y por lo tanto, el
espacio muestral S.

A continuacién debe determinarse una asignacién inicial de probabilidad que
especifique la probabilidad de ciertos sucesos. Esta asignacién de probabilidad
debe satisfacer los axiomas de la probabilidad. Si S es discreto, basta con es-
pecificar las probabilidades de sucesos elementales. Si S es continuo, basta con
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especificar las probabilidades de los intervalos de la recta real o regiones del
plano. La probabilidad de otros sucesos de interés, se puede determinar a partir
de la asignacién inicial de probabilidad y de los axiomas de la probabilidad y
sus corolarios. Son posibles muchas asignaciones de probabilidad, por lo que la
eleccién de la asignacion de probabilidad debe reflejar las observaciones experi-
mentales y/o la experiencia previa.

Probabilidad condicionada

Muy a menudo el interés se encuentra en determinar si dos sucesos, A y B,
estan relacionados en el sentido de que el conocimiento sobre la ocurrencia de
uno, digamos B, altera la verosimilitud (posibilidad) de ocurrencia del otro, A.
Esto requiere que calculemos la probabilidad condicionada, P[A|B] , del suceso
A, sabiendo que ha ocurrido el suceso B. La probabilidad condicionada se define
como
P[AN B]

PAIB) = =50

para P[B] > 0. (2.19)

El conocimiento de que el suceso B ha ocurrido implica que el resultado del
experimento estd dentro del conjunto B. Por lo tanto, para calcular P[A|B], po-
demos suponer que el experimento ahora tiene como espacio muestral reducido
el conjunto B, como se muestra en la figura 2.8. El suceso A tiene lugar en el



48

Conceptos basicos de teoria de la probabilidad
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/ Figura 2.8 Si sabemos que ha
ocurrido B, entonces A puede
\_< / ocurrir solamente si AN B
ocurre.

espacio muestral reducido si y s6lo si el resultado ¢ estd en AN B. La ecuacién
(2.19) simplemente renormaliza la probabilidad de los sucesos que ocurren con-
juntamente con B. De esta forma, si suponemos que A = B, la ecuacién (2.19)
queda P[B|B] = 1, como cabia esperar. Es facil demostrar que P[A|B], para B
fijado, satisface los axiomas de la probabilidad.

Si se interpreta la probabilidad como una frecuencia relativa, entonces P[A|B]
deberia ser la frecuencia relativa del suceso AN B en aquellos experimentos donde
B ha ocurrido. Supongamos que el experimento se realiza n veces, y supongamos
que el suceso B ocurre np veces, y que el suceso AN B ocurre nanp veces. La
frecuencia relativa de interés es entonces

nanB _ nAnp/n P[AN B]

np ng/n P[B]

donde hemos supuesto implicitamente que P[B] > 0. Esto va en consonancia con
la ecuacién (2.19).

Ejemplo 2.15
Se selecciona una bola de una urna que contiene dos bolas negras, numeradas con
1y 2, y dos bolas blancas, numeradas con 3 y 4. Se anota el nimero y el color de
la bola, por lo que el espacio muestral es {(1,n), (2,n), (3,b), (4,b)}. Suponiendo
que los cuatro resultados son equiprobables, queremos calcular P[A|B]y P[A|C],
donde A, B,y C son los siguientes sucesos:

A={(1,n),(2,n)}, “se ha seleccionado una bola negra”,

B ={(2,n),(4,b)}, “se ha seleccionado una bola par”,

C ={(3,b),(4,b)}, “el ntimero de la bola seleccionada es mayor que 2”.

Dado que P[ANB] = P[(2,n)] y P[ANC] = P[@] = 0, la ecuacién (2.24) queda

PAIB] = % _ % — 05— PA],
plajc) = PAOCL 0 o pray,

P[C] 0.5
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En el primer caso, el conocimiento de B no alteraria la probabilidad de A. En el
segundo caso, el conocimiento de C' implicaria que A no ocurriera.

Si multiplicamos ambos lados de la definicién de P[A|B] por P[B] se obtiene
P[AN B] = P[A|B]PIB]. (2.20a)

Del mismo modo también tenemos que
P[AN B] = P[B|A]P[A]. (2.20b)

En el siguiente ejemplo se muestra cémo esta ecuacion es 1util para encontrar
probabilidades en experimentos secuenciales. El ejemplo también presenta un
diagrama de arbol que facilita el cdlculo de probabilidades.

Ejemplo 2.16

Una urna contiene dos bolas negras y tres bolas blancas. Se seleccionan dos
bolas al azar sin reemplazamiento y se anota la secuencia de colores. Queremos
encontrar la probabilidad de que las dos bolas sean de color negro.

Este experimento estd compuesto por una secuencia de dos subexperimentos.
Podemos imaginar que nos movemos a través del arbol que se muestra en la
figura 2.9, desde el nodo superior hasta uno de los nodos de la parte inferior:
alcanzaremos el nodo 1 del arbol si el resultado de la primera seleccion es una
bola negra; entonces el siguiente subexperimento consistird en seleccionar una
bola de una urna que contiene una bola negra y tres bolas blancas. Por otro lado,
si el resultado de la primera seleccion es blanco, entonces llegaremos al nodo 2
del arbol y el segundo subexperimento consistird en seleccionar una bola de una
urna que contiene dos bolas negras y dos bolas blancas. Asi, si sabemos qué nodo
se alcanza después de la primera seleccion, entonces se pueden establecer las
probabilidades de los resultados en el siguiente subexperimento.

Sean Bj y Bs los sucesos tales que el resultado es una bola negra en la primera
y la segunda seleccién, respectivamente. De la ecuacién (2.20b) tenemos

P[By N By = P|By|B1]P[By].

En términos del diagrama de drbol de la figura 2.8, P[B1] es la probabilidad de
alcanzar el nodo 1 y P[B2|Bj] es la probabilidad de alcanzar el nodo inferior
izquierdo desde el nodo 1. Ahora bien, P[B;] = 2/5 dado que la primera selec-
cién se realiza en una urna que contiene dos bolas negras y tres bolas blancas;

P[Bs2|B1] = 1/4, ya que, dado By, la segunda seleccién se lleva a cabo en una
urna que contiene una bola negra y tres bolas blancas. Por tanto,
12 1
PBiNBy]=--=—.
BinBl=35=1

En general, la probabilidad de cualquier secuencia de colores se obtiene multipli-
cando las probabilidades correspondientes a las transiciones entre los nodos del
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1™ W, Outcome of first draw

Outcome of second draw

Figura 2.9 Los caminos desde el nodo superior hasta un nodo inferior se corresponden
con las posibles respuestas en la extraccién de dos bolas de una urna sin
reemplazamiento. La probabilidad de un camino es el producto de las probabilidades
de las transiciones asociadas.

arbol de la figura 2.9.

Ejemplo 2.17 Sistema binario de comunicacién
Muchos de los sistemas de comunicacién se puede modelar de la siguiente manera.
En primer lugar, el usuario introduce un 0 o un 1 en el sistema, y se transmite una
senal correspondiente. En segundo lugar, el receptor toma una decisién acerca
de lo que haya sido la entrada al sistema, basdndose en la senal que recibe.
Supongamos que el usuario envia Os con probabilidad 1 —p y 1s con probabilidad
p, y supongamos que el receptor comete errores de decision aleatorios con una
probabilidad €. Sea A; el suceso “la entrada era i”, y sea B; el suceso “la decisién
del receptor fue i, con i = 0, 1. Queremos encontrar las probabilidades P[A;NB;]
parat=0,1y 57 =0,1.

El diagrama de arbol para este experimento se muestra en la figura 2.10.
Basandonos en él, se pueden obtener facilmente las probabilidades buscadas.

P[Ag N Bo] = (1 —p)(1 —¢),
P[Ao N B1] = (1 —p)e,
P[A; N By] = pe,
P[Al n Bl] = p(l - E).
Sean Bj, Bs,..., B, sucesos mutuamente excluyentes cuya union es igual al

espacio muestral S como se muestra en la figura 2.11. Nos referiremos a estos
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Figura 2.10 Probabilidades de parejas entrada-respuesta en un sistema de transmision
binario.

) Figura 2.11 Una particién de
£ , S en n conjuntos disjuntos.

conjuntos como una particién de S. Cualquier suceso A puede ser representado
como la unioén de sucesos mutuamente excluyentes de la siguiente manera:

A=ANS=AN(B1UByU---UB,)
=(ANB)UANDB)U---U(ANBy,).

(Ver figura 2.11.) Por el corolario 4, la probabilidad de A es
P[A] = P[ANB1]+ P[AN By + -+ + P[AN By,].

Aplicando la ecuacién (2.20a) a cada uno de los términos del lado derecho, se
obtiene el teorema de la probabilidad total:

P[A] = P[A|B1])P[B1] + P[A|Bs)P[Bz2] + - - - + P[A|B,]P[B,]. (2.21)

Este resultado es particularmente 1til cuando los experimentos se pueden ver
como una secuencia de dos subexperimentos como se muestra en el diagrama de
arbol de la figura 2.10.

Ejemplo 2.18
En el experimento comentado en el ejemplo 2.16, queremos encontrar la proba-
bilidad del suceso Ba, que la segunda bola sea de color blanco.
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Los sucesos N1 = {(n,n),(n,b)} y B1 = {(b,n), (b,b)} forman una particién
del espacio muestral, por lo que aplicando la ecuacién (2.21) tenemos

32133
45 25 5

Es interesante observar que esta probabilidad es la misma que la probabilidad

P[Bs)] = P[Bs|N1]P[N1] + P[Bs| B P[B1]

de seleccionar una bola blanca en la primera seleccion. El resultado tiene sentido
porque estamos calculando la probabilidad de una bola blanca en la segunda
seleccion bajo el supuesto de que no tenemos conocimiento del resultado de la
primera seleccion.

Ejemplo 2.19
Un proceso de fabricacién produce una mezcla de chips de memoria “buenos”
y “malos”. La vida 1til de los chips buenos sigue la ley exponencial propuesta
en el ejemplo 2.13, con una tasa de fallo a. La vida 1til de los chips malos
también sigue la ley exponencial, pero la tasa de fallo es 1000ce. Supongamos
que la fraccién de chips buenos es 1 — p y de chips malos p. Queremos encontrar
la probabilidad de que un chip seleccionado al azar todavia siga funcionando
después de t segundos.

Sea C' el suceso “el chip sigue funcionando después de t segundos”, y sea B el
suceso de “el chip es bueno”, y M el suceso “el chip es malo”. Por el teorema de
la probabilidad total tenemos que

P[C] = P[C|B]P|B] + P[C|M]P|M]
= P[C|B](1 —p) + P[C|M]p
= (1 — p)e~t 4 pe—1000at

donde hemos utilizado el hecho de que P[C|B] = e~ %! y P[C|M] = e~1000at,

Teorema de Bayes

Sea Bj, Ba, ..., B, una particién de un espacio muestral S. Supongamos que
ocurre el suceso A; jcudl es la es la probabilidad del suceso B;7 Por la definicién
de probabilidad condicionada tenemos que

P[AN Bj] P[A|B;|P[B]

P[B;|A] = Pl S, PIAIBJP B (2.22)

donde hemos utilizado el teorema de la probabilidad total para sustituir P[A].
La ecuacién (2.22) se conoce como regla o teorema de Bayes.

El teorema de Bayes se aplica a menudo en situaciones como la siguiente.
Tenemos un experimento aleatorio en el que los sucesos de interés forman una
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particién. Las “probabilidades a priori” de estos sucesos, P[B,], son las probabi-
lidades de los sucesos antes de que el experimento se lleve a cabo. Supongamos
ahora que el experimento se lleva a cabo, y se nos informa de que ha ocurrido un
suceso A; las “probabilidades a posteriori” son las probabilidades de los sucesos
en la particién, P[B;|A], teniendo en cuenta esta nueva informacién adicional.
Los dos ejemplos siguientes ilustran esta situacién.

Ejemplo 2.20 Sistema binario de comunicacién
En el sistema binario de comunicaciéon del ejemplo 2.17, queremos encontrar
qué entrada es mas probable sabiendo que el receptor ha emitido como salida un
1. Supongamos que, a priori, la entrada es equiprobable, es decir, tiene la misma
probabilidad de ser 0 o 1.

Sea Ay, el suceso en el que la entrada era k, con k = 0,1, entonces Ag y A; son
una particion del espacio muestral de pares de entrada-salida. Sea B; el suceso
“la salida del receptor fue un 1”. La probabilidad de B es

PBi] = P[By|Ag| P[Ao] + P[By]A]P[A1] = s% (- 5)% _ %

Aplicando la regla de Bayes, podemos obtener las probabilidades a posteriori

P[B1]|Ao]P[Ao] €/2

P[A0|Bl] = P[Bl] = 1/2 =g,

Por lo tanto, si € es menor que 1/2, entonces la entrada 1 es més probable que
la entrada 0 cuando se ha observado un 1 en la salida del canal.

Ejemplo 2.21 Control de calidad
Consideremos los chips de memoria estudiados en el ejemplo 2.19. Recordemos
que una fraccion p de los chips son malos y tienden a fallar mucho més rapido que
los chips buenos. Supongamos que con el fin de “cribar” los chips malos, antes
de salir de la fabrica, se comprueba cada chip durante ¢ segundos. Los chips que
no fallen se descartan y los chips restantes se envian a los clientes. Queremos
encontrar el valor de ¢ para el cual el 99 % de los chips enviados a los clientes
son buenos.

Sea C' el suceso “el chip sigue funcionando después de t segundos”, y sean B el
suceso “el chip es bueno”, y M el suceso “el chip es malo”. El problema requiere
que se encuentre el valor de ¢ para el que

P[B|C] = 0.99.
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Calculamos P[B|C] aplicando la regla de Bayes:

P[C|B]P[B]
PIB|C] = P|[C|B]P|B] + P[C|M]P[M)]
(1 —pe
B (1 — p)e—at 4 pe—1000at
1
= ——— = 0.99.
L+ e

La ecuacién anterior se puede resolver para t:

1 99p
t=——1In|-—
999« 1—p

Por ejemplo, si 1/a = 20000 horas y p = 0.10, entonces ¢ = 48 horas.

Independencia de sucesos

Si el conocimiento de la ocurrencia de un suceso B no altera la probabilidad
de otro suceso A, entonces seria natural decir que el suceso A es independiente
de B. En términos de probabilidades se produce esta situacién cuando

P[AN B]

PlA] = PIAIB) = =50

La ecuacién anterior tiene el inconveniente de que el lado derecho no estéd definido
cuando P[B] = 0.
Definiremos dos sucesos A y B como independientes si

P[ANB] = P|A|P|[B. (2.23)
La ecuacién (2.23) implica entonces tanto

P[A|B] = P[A]. (2.24a)
CcOomo

P[B|A] = P[B]. (2.24D)

Observemos también que la ecuacién (2.24a) implica la ecuacién (2.23) cuando
P[B] # 0y la ecuacién (2.24b) implica la ecuacién (2.23) cuando P[A] # 0.

Ejemplo 2.22
Se selecciona una bola de una urna que contiene dos bolas negras, numeradas
con 1y 2,y dos bolas blancas, numeradas con 3 y 4. Se definen lo siguientes
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sucesos A, By C":

A={(1,n),(2,n)}, “se ha seleccionado una bola negra”,

B ={(2,n),(4,b)}, “se ha seleccionado una bola par”,

C ={(3,b),(4,b)}, “el nimero de la bola seleccionada es mayor que 2”.
.Son los sucesos A y B independientes? ;Son los sucesos A y C' independientes?

En primer lugar, consideremos los sucesos A y B. Las probabilidades requeri-
das por la ecuacién (2.23) son

PlA| = P[B] = ,
y
AN B = P2} =
Por tanto
Pmmm:izpmwwL

y los sucesos A y B son independientes. La ecuacién (2.24b) da una visién maés
clara del significado de independencia:

_PlANB__ PHEwY 141
PIAIB = =55 = Plem.ao) 12 2

CPA . PH(LmLG))] 12
PUA| = B8] = B, o), B 0.0~ T

Estas dos ecuaciones implican que P[A] = P[A|B] porque la proporcién de re-
sultados en S que conducen a la ocurrencia de A es igual a la proporcién de
resultados en B que conducen a A. De esta forma, el conocimiento de la ocu-
rrencia de B no altera la probabilidad de la ocurrencia de A.

Los sucesos A y C no son independientes, ya que P[AN C| = P[?] = 0, por
lo que

PJA|C] = 0 # P[A] = 0.5.

De hecho, A y C son mutuamente excluyentes, ya que ANC = @, por lo que la
ocurrencia de C' implica que definitivamente A no ha ocurrido.

En general, si dos sucesos tienen probabilidad diferente de cero y son mu-
tuamente excluyentes, entonces no pueden ser independientes. Supongamos que
fueran independientes y mutuamente excluyentes; entonces

= P[AN B] = P|A|P[B,

lo que implicarfa que al menos uno de los sucesos tiene probabilidad cero.
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Ejemplo 2.23
Se seleccionan dos numeros x e y al azar entre cero y uno. Se definen los sucesos
A, By C de la siguiente manera:

A={zx <05}, B={y>05}, C={z>y}

.Son independientes los sucesos A y B? jSon Ay C independientes?
La figura 2.12 muestra las regiones del cuadrado unidad que se corresponden
con los sucesos anteriores. Usando la ecuacién (2.24a), tenemos
P[AnB] 1/4 1
PAB]=———=—"—==-=P[A
por lo que los sucesos A y B son independientes. Una vez més tenemos que la
“proporcién” de resultados en S que conducen a A es igual a la “proporcion” en
B que conducen a A. Usando la ecuacién (2.24Db), tenemos
P[AnC] 3/8 3
PAIC]=———=—"—=-#P[A
0] =~ = 15 = 1 # PlA
por lo que los sucesos A y C no son independientes. De hecho en la figura 2.12(b)
podemos ver que el conocimiento de el hecho de que z es mayor que y aumenta
la probabilidad de que x sea mayor que 0.5.

1 Qué condiciones deben satisfacer tres sucesos A, B y C para ser independien-
tes? En primer lugar, deben ser independientes dos a dos, es decir,

P|AN B] = P[AP|B], P[An C] = P[A]P[C], v P[BnC]= P[B]P[C).

Ademds, el conocimiento de la ocurrencia conjunta de cualquier par de ellos,
por ejemplo, A y B, no deberia afectar la probabilidad del tercero, es decir,

P[C|AN B] = P[C].
Para que esto se verifique, se debe cumplir

PWMHM:B%ﬁg%g:PWL

Esto a su vez implica que se debe verificar
P[AN BN C] = P[An B]P[C] = P[A]P[B]P[C],

donde hemos utilizado el hecho de que A y B son independientes dos a dos. De
esta forma, llegamos a la conclusiéon de que tres sucesos A, B y C son indepen-
dientes si la probabilidad de la interseccion de cualquier par o trio de sucesos es
igual al producto de las probabilidades de los sucesos individuales.

El siguiente ejemplo muestra que si tres sucesos son independientes dos a dos,
no implica necesariamente que P[AN BN C| = P[AN B]P[C] = P[A]P[B]P[C].
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I
2

(a) Events A and B are independent.

Vi

Figura 2.12 Ejemplos de
sucesos independientes y

(b) Events A and € are not independent.  dependientes.

Ejemplo 2.24

Consideremos el experimento discutido en el ejemplo 2.23, donde se seleccionan
dos nimeros al azar del intervalo unidad. Se definen los siguientes sucesos B, D
y F:

1 1 1 1 1 1
B—{y>§},D—{x<§},F—{x<§ e y<§}u{x>§ e y>§}

Los tres sucesos se muestran en la figura 2.13. Se puede verificar facilmente que
cualquier par de estos sucesos es independiente:

P[BND] = i — P[BIP[D),
PBOH:%:PBWWL
PWﬂﬂ:%:wawy
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Sin embargo, los tres sucesos no son independientes, ya que BN DN F = @, por
lo que

P[BN DN F] = P[®] =0+ P[B|P|D]P[F] = =.

Para que un conjunto de n sucesos sean independientes, la probabilidad de un
suceso no deberia modificarse cuando se da la ocurrencia conjunta de cualquier
subconjunto del resto de sucesos. Este requisito nos lleva de forma natural a la
siguiente definicién de independencia. Los sucesos A1, As, ..., A, se dice que son
independientes si para k = 2,...,n,

P[A;; N Ay NN A, ] = P[A;,|P[As,] ... P[As, ], (2.25)

donde 1 < 77 < 49 < -+ < i < n. Para un conjunto de n sucesos hemos de
verificar que las probabilidades de todas las 2™ —n — 1 intersecciones posibles se
factorizan de la forma adecuada.

La definicién anterior de independencia parece bastante engorrosa debido a que
requiere verificar muchas condiciones. Sin embargo, la aplicacion mas comun del
concepto de independencia estd en hacer la suposicion de que los sucesos de ex-
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perimentos separados son independientes. Nos referiremos a tales experimentos
como experimentos independientes. Por ejemplo, es comin suponer que el resul-
tado del lanzamiento de una moneda es independiente de los resultados de todos
los lanzamientos anteriores y posteriores.

Ejemplo 2.25
Supongamos que se lanza una moneda tres veces y se observa la secuencia re-

sultante de caras y cruces. Queremos encontrar la probabilidad de los sucesos
elementales.

El espacio muestral de este experimento es
S={CCC,CCX,CXC,XCC,XXC,XCX,CXX, XXX}

La suposicién de que la moneda esta equilibrada significa que los resultados de un
unico lanzamiento son equiprobables, es decir, P[C] = P[X] = 1/2. Si suponemos
que los resultados de los lanzamientos de la moneda son independientes, entonces

pH{cccy] = PHCHPHCHPH{C}] = %,
P{CCX}] = P{CHP{CHP{X}] = %,
P{CXCY] = P{CHP{X}P{C} = %,
PHXCCY = PUXPH{CHPHCY = %,
PHXXC}] = PUX}PH{X}HPHCY = %,
PHXCX}] = PUX}P{CHPX}] = %,
PHCXX}] = PHCHPH{X}HP{X}] = %,
PUXXX}] = PEX}PHX}P{X} = %-

Ejemplo 2.26 Fiabilidad del sistema
Consideramos un sistema formado por un controlador y tres unidades periféri-
cas. El sistema se dice que esta “up” si el controlador y al menos dos de los
periféricos estan funcionando. Queremos encontrar la probabilidad de que el sis-
tema esté “up”, en el supuesto de que todas las componentes fallen de manera
independiente.

Definimos los siguientes sucesos: A es “el controlador esta funcionando”, y B;,
es “el periférico i estd funcionando”, donde i = 1,2, 3. El suceso F', “dos 0 més
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unidades periféricas estan funcionando”, ocurre cuando las tres unidades estan
funcionando o si exactamente dos unidades estan en funcionamiento. Por tanto

F=(BiNBxNB5)U (B NB5NB3)U (BN ByN Bs)U(By N ByN Bs).

Observemos que los sucesos de la anterior uniéon son mutuamente excluyentes.

Asi

P[F] = P|B;|P[B2|P|Bs] + P|B:1|P|B5]P|Bs]
+ PIBS|P[B3)P(Bs] + P[Bi|P[Bs]P[Bs] = 3(1 — a)%a + (1 — a)?,

donde hemos supuesto que cada periférico falla con una probabilidad a, de modo
que P[B;]=1—ay P[Bf] =a.
El suceso “el sistema estd “up

9999

es entonces A N F. Si suponemos que el
controlador falla con probabilidad p, entonces

P[“el sistema esta “up””’] = P[AN F| = P[A|P[F]| = (1 — p)P[F]
=(1-p){3(1—a)’a+(1—a)’}.

Sea a = 10 %, entonces los tres periféricos estdn funcionando el (1—a)? = 72.9 %
del tiempo y dos estdn funcionando y el otro es “down” el 3(1 — a)?a = 24.3%
del tiempo. De esta forma, dos o méas periféricos estdn funcionando el 97.2 %
del tiempo. Supongamos que el controlador no es muy fiable, por ejemplo que
p = 20 %, entonces el sistema estd “up” sélo el 77.8 % del tiempo, debido en gran
medida a los fallos del controlador.

Supongamos que se anade al sistema un segundo controlador idéntico con
p = 20%, y que el sistema estd “up” si al menos uno de los controladores
estd funcionando y si dos o mas de los periféricos estdn en funcionamiento. Se
puede demostrar que al menos uno de los controladores est4 funcionando el 96 %
del tiempo, y que el sistema estd “up” el 93,3 % del tiempo. Este significa un
aumento del 16 % con respecto al sistema con un solo controlador.

Experimentos secuenciales

Muchos experimentos aleatorios pueden modelarse como experimentos secuen-
ciales que consisten en una sucesion de subexperimentos més simples. Estos
subexperimentos pueden ser independientes o no. En esta seccion se estudian
métodos para obtener las probabilidades de sucesos en experimentos secuencia-
les.

Sucesiones de experimentos independientes

Supongamos que un experimento aleatorio consiste en la realizacién de los
experimentos Eq, Fs, ..., E,. El resultado de este experimento serd entonces una
n-tupla s = (s1, 82, ..., S$n), donde sy, es el resultado del subexperimento k-ésimo.
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El espacio muestral del experimento secuencial se define como el conjunto que
contiene las anteriores n-tuplas y se denota como el producto cartesiano de los
espacios muestrales individuales S; x Sg X « -+ X S,,.

Por lo general, se puede determinar, debido a consideraciones fisicas, cuan-
do los subexperimentos son independientes, en el sentido de que el resultado
de cualquier subexperimento dado no puede afectar a los resultados de los otros
subexperimentos. Sean Ay, As, ..., A, sucesos tales que Ay s6lo tiene que ver con
los resultados del k-ésimo subexperimento. Si los subexperimentos son indepen-
dientes, entonces es razonable suponer que los sucesos anteriores Ay, As,..., A,
sean independientes. De esta forma,

PlA; N Ay NN Ay = P[A1]P[As] ... P[A,]. (2.26)

Esta expresién nos permite calcular todas las probabilidades de sucesos del ex-
perimento secuencial.

Ejemplo 2.27

Supongamos que se seleccionan 10 niimeros al azar en el intervalo [0, 1]. Queremos
encontrar la probabilidad de que los 5 primeros niimeros sean menores que 1/4
y los 5 1ltimos ntimeros sean mayores que 1/2. Sea x1,a,...,x19 la secuencia
de 10 nuimeros, entonces los sucesos de interés son

1
Ak{zk<1} para k=1,...,5,

1
Ak:{xk>§} para k=26,...,10.

Si suponemos que cada selecciéon de un numero es independiente de las otras
selecciones, entonces

PlA; N Ay -0 Agg] = P[A]P[Ay]... P[Aso] = <i>5 (%)5 .

A continuacion se deducen varios modelos importantes para los experimentos
que consisten en secuencias de subexperimentos independientes.

La ley de probabilidad binomial

Un ensayo o prueba de Bernoulli implica realizar un experimento una vez y
anotar si ocurre un determinado suceso A. El resultado de la prueba de Bernoulli
se dice que es un “éxito” si ocurre A y un “fracaso” en otro caso. En esta seccién
estamos interesados en encontrar la probabilidad de k éxitos en n repeticiones
independientes de un ensayo de Bernoulli.
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Podemos ver el resultado de un tnico ensayo de Bernoulli como el resultado
de un lanzamiento de una moneda para el cual la probabilidad de caras (éxitos)
es p = P[A]. La probabilidad de k éxitos en n ensayos de Bernoulli es entonces
igual a la probabilidad de k caras en n lanzamientos de la moneda.

Ejemplo 2.28

Supongamos que se lanza una moneda tres veces. Si asumimos que los lanza-
mientos son independientes y que la probabilidad de obtener caras es p, entonces
la probabilidad para las secuencias de caras y cruces es

pl{cccy] = PHCYHPHCHPHCYH = p°,
P{CCX}] = P{C}HP{C}HP{X}] = p*(1 —p),
P{CXCY] = PH{CHPUX}PHCH = p*(1 —p),
P{XCC}] = P{X}P{CHP{C}] = p*(1 - p),
PHXXC}] = PUXNPHUX}PHCH = p(1 - p)*,
PU{XCX}] = P{X}PH{CYHP{X}] = p(1-p)*,
P{CXX}] = P{CHP{X}PH{X}] = p(1 - p)*,
] [ 1 3.

donde hemos utilizado el hecho de que los lanzamientos son independientes. Sea
k el numero de caras en tres ensayos, entonces

Plk = 0] = P{XXX}] = (1 - p)°,
Plk=1]=P{XXC,XCX,CXX}] =3p(1l —p)?
Plk =2] = P[{CCX,CXC,XCC}] = 3p*(1 — p),
Pk = 3] = P[{cCcC}] = p?

El resultado del ejemplo 2.28 es el caso n = 3 de la ley de probabilidad

binomial.

TEOREMA

Sea k el numero de éxitos en n ensayos independientes de Bernoulli, entonces las
probabilidades de k vienen dadas por la ley de probabilidad binomial:

n

pn(k) = (k)pk(l —p)"F para k=0,...,n, (2.27)

donde p,, (k) es la probabilidad de k éxitos en n ensayos, y

(Z) - ;d(nni'k)v (2.28)
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es el coeficiente binomial.

El término n! en la ecuacién (2.28) se llama n factorial y se define por n! =
n(n —1)...(2)(1). Por definicién 0! es igual a 1.

A continuacién probamos el teorema anterior. Siguiendo el ejemplo 2.26, vemos
que cada uno de las secuencias con k éxitos y n — k fracasos tiene la misma
probabilidad, es decir, p;, (1 —p)"~*. Sea N,,(k) el niimero de secuencias distintas
que tienen k éxitos y n — k fracasos, entonces

Pn(k) = Nu(k)p" (1 —p)" . (2.29)

La expresion N, (k) es el nimero de formas de elegir para los éxitos k posiciones
de entre n. Se puede demostrar que

N, (k) = (Z) (2.30)

El teorema se obtiene sustituyendo la ecuacién (2.30) en la ecuacién (2.29).

Ejemplo 2.29
Queremos verificar que la ecuacién (2.27) proporciona las probabilidades encon-
tradas en el ejemplo 2.28.

En el ejemplo 2.28, suponemos que el suceso “el lanzamiento resulta ser cara” se
corresponde con un “éxito”, entonces

pa(0) = o1~ ) = (1 p)°,
p3(1) = %!pl(l —p)* =3p(l - p)*,
p3(2) = %!pQ(l —p)' =3p*(1 - p),
p3(3) = 3?—(!)!1)3(1 -p)°=p",

lo que concuerda con nuestros resultados anteriores.

El coeficiente binomial aparece en el cdlculo de binomios de la forma

(a+b)" = ki_o (Z) akonk, (2.31a)

Si tomamos a = b = 1, entonces

n

=" (Z) = kZ:)Nn(k:),

k=0

lo que concuerda con el hecho de que hay 2" posibles secuencias distintas de



64

Conceptos basicos de teoria de la probabilidad

éxitos y fracasos en n ensayos. Si tomamos a = py b = 1 — p en la ecuacién
(2.31a), obtenemos

n n
1= ") Bl — p)nk = k), 2.31b
kZ_o(kp( P = Y (2.310)
lo que confirma que las probabilidades de la binomial suman 1.

El término n! crece muy réapidamente a medida que aumenta n, por lo que se
encuentran problemas numéricos para valores relativamente pequenos de n si se
intenta calcular p, (k) directamente a través de la ecuacién (2.27). La siguiente
férmula recursiva evita la evaluacién directa de n! y por lo tanto amplia el rango
de n para el que se puede calcular p,(k) antes de encontrarse con dificultades
numeéricas:

(n—Fk)p
(k+1)(1—p)

Mas adelante, en el manual, se presentan dos aproximaciones de las probabilida-

pu(k+1) = Pn(k). (2.32)

des binomiales para el caso en el que n es grande.

Ejemplo 2.30
Sea k el nimero de altavoces activos (que no estdn en silencio) de un grupo
de ocho altavoces que no interactian (es decir, independientes). Supongamos
que un altavoz se activa con una probabilidad de 1/3. Queremos encontrar la
probabilidad de que el numero de altavoces activos sea superior a seis.
Parai=1,...,8, sea A; el suceso “el i-ésimo altavoz esta activo”. El niimero
de altavoces activos es entonces el niimero de éxitos en ocho ensayos de Bernoulli
con p = 1/3. Asi, la probabilidad de que més de seis altavoces estén activos es

rrererea- ()0 (- ()0

= 0.00244 4 0.00015 = 0.00259

Ejemplo 2.31 Codificacién de correccién de errores
Un sistema de comunicacién transmite informacién binaria a través de un canal
que introduce bits erréneos aleatorios con una probabilidad ¢ = 1072, El trans-
misor transmite cada bit de informacion tres veces, y un decodificador usa un
sistema de mayoria de votos sobre los bits recibidos para decidir cudl es el bit
transmitido. Queremos encontrar la probabilidad de que el receptor tome una
decisién incorrecta.

El receptor puede corregir un error simple, pero tomara una decisién equivoca-
da si el canal presenta dos o mas errores. Si consideramos cada transmision como
un ensayo de Bernoulli en el que un “éxito” se corresponde a la introduccién de
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un error, entonces la probabilidad de dos o més errores en tres ensayos Bernoulli
es

Plk>2] = (g)0.00120.999 + <§> 0.001% ~ 3(10°).

La ley de probabilidad multinomial

La ley de probabilidad binomial se puede generalizar al caso en que se observa
la ocurrencia de més de un suceso. Sea Bi, Bs, ..., By una particién del espa-
cio muestral S de un experimento aleatorio y sea P[B;] = p;. Los sucesos son
mutuamente excluyentes, por lo que

prtp2+--+puw =1

Supongamos que se llevan a cabo mn repeticiones independientes del experi-
mento. Sea k; el nimero de veces que ocurre el suceso B;, entonces el vector
(k1,ka,..., k) especifica el nimero de veces que ocurre cada uno de los suce-
sos B;. La probabilidad del vector (k1,...,ka) cumple la ley de probabilidad
multinomial:
n! ki k k

Pl(k1, ko, ... k)] = mmlp; DAL (2.33)
donde k1 + ko + - - - + kpr = n. La ley de probabilidad binomial es el caso M =
2 de la ley de probabilidad multinomial. La deducciéon de las probabilidades
multinomiales es idéntica a la de las probabilidades binomiales. Tan s6lo hay que

observar que el nimero de secuencias diferentes con ki, ko, ..., kjs instancias de
sucesos By, Bo, ..., By esta dada por el coeficiente multinomial de la ecuacién
(2.26).

Ejemplo 2.32

Se lanza un dardo nueve veces a un blanco que consta de tres areas. Cada lan-
zamiento tiene una probabilidad de 0.2,0.3 y 0.5 de impactar en las areas 1,2
y 3, respectivamente. Queremos encontrar la probabilidad de que el dardo caiga
exactamente tres veces en cada una de las areas.

Este experimento consta de nueve repeticiones independientes de un subex-
perimento que tiene tres resultados posibles. La probabilidad del nimero de
ocurrencias de cada resultado viene dada por las probabilidades multinomiales
con parametros n =9y p; = 0.2, po = 0.3, y p3 = 0.5:

P[(3,3,3)] = %(0.2)3(0.3)3(0.5)3 = 0.04536.
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Ejemplo 2.33

Supongamos que escogemos al azar 10 nimeros de teléfono de una guia telefénica
y anotamos el ultimo digito de cada uno de los niimeros. ; Cuél es la probabilidad
de que se obtenga cada uno de los ntimeros enteros del 0 al 9 s6lo una vez?

Las probabilidades para el niimero de ocurrencias de los niimeros enteros estan
dadas por las probabilidades multinomiales con parametros M = 10, n = 10, y
p; = 1/10, siempre que supongamos que los diez enteros en el rango de 0 a 9
son equiprobables. La probabilidad de obtener una vez cada niimero entero en
10 intentos serd entonces

10!

La ley de probabilidad geométrica

Consideramos un experimento secuencial en el que repetimos ensayos indepen-
dientes de Bernoulli hasta la aparicién del primer éxito. Sea m el resultado de
este experimento, el nimero de ensayos realizados hasta la aparicién del primer
éxito. El espacio muestral para este experimento es el conjunto de los enteros
positivos. La probabilidad, p(m), de que se requieran m ensayos se calcula ob-
servando que esto sélo puede ocurrir si los primeros m — 1 ensayos han resultado
ser fracasos y el m-ésimo ensayo ha resultado ser un éxito. La probabilidad de
este suceso es

p(m) = P[ASAS... A Al =0—-p)™ 'p m=1,2,... (2.34a)

donde A; es el suceso “éxito en el i-ésimo ensayo”. La asignacion de probabilidad
especificada por la ecuacién (2.34a) se llama ley de probabilidad geométrica.
Las probabilidades de la ecuacién (2.34a) suman 1:

oo o0 1
= m-l—p_— = 2.34b
mzzlp(m) me:lq P, =1L (2.34b)

donde ¢ = 1 — p, y donde hemos utilizado la férmula de la suma de una serie
geometria. La probabilidad de que se requieran més de K ensayos antes de que
ocurra el éxito se obtiene de forma sencilla:

Pm>K}=p > ¢"'=pi"Y ¢ =pd"—=q". (235
m=K+1 7=0 q

Ejemplo 2.34 Control del error mediante retransmisién
La computadora A envia un mensaje a la computadora B a través de un enlace
de radio no fiable. Se codifica el mensaje de tal forma que B puede detectar
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cuando se ha introducido errores en el mensaje durante la transmisién. Si B
detecta un error, le pide a A que lo retransmita. Si la probabilidad de error en la
transmisién de un mensaje es ¢ = 0.1, jcudl es la probabilidad de que se necesite
transmitir un mensaje mas de dos veces?

Cada transmisién de un mensaje es una prueba de Bernoulli con probabili-
dad de éxito p = 1 — ¢. Los ensayos de Bernoulli se repiten hasta el primer
éxito (transmision sin errores). La probabilidad de que se requieran mds de dos
transmisiones vendra dada por la ecuacién (2.35):

P[{m >2}] =¢* =102

Secuencias de experimentos dependientes

En este apartado se considera una secuencia o “cadena” de subexperimentos
en la que el resultado de un subexperimento dado determina qué subexperimento
se lleva a cabo a continuaciéon. En primer lugar, vemos un ejemplo sencillo de
este tipo de experimento y mostramos cémo se pueden utilizar diagramas para
especificar el espacio muestral.

Ejemplo 2.35
Un determinado experimento secuencial consiste en, repetidas veces, sacar una
bola de una de dos urnas, anotar el nimero de la bola y reponer la bola en su
urna. La urna 0 contiene una bola con el nimero 1 y dos bolas con el nimero
0, y la urna 1 contiene cinco bolas con el nimero 1 y una bola con el nimero
0. La urna en la que se hace la primera extraccion se selecciona aleatoriamente
lanzando una moneda al aire. Se usa la urna 0 si el resultado es cara y la urna 1
si el resultado es cruz. Posteriormente, la urna utilizada en un subexperimento
se correspondera con el numero de la bola elegida en el anterior subexperimento.
El espacio muestral de este experimento estd formado por secuencias de 0s y
1s. Cada secuencia posible se corresponde con un camino a través del diagrama
“enrejado” que se muestra en la figura 2.14(a). Los nodos del diagrama denotan la
urna utilizada en el n-ésimo subexperimento, y las etiquetas en las ramas denotan
el resultado de un subexperimento. De este modo el camino 0011 se corresponde
con la secuencia: El lanzamiento de la moneda fue cara de modo que la primera
extraccion fue de la urna fue 0; el resultado de la primera extraccién fue 0, por lo
que la segunda extraccién fue de la urna 0; el resultado de la segunda extraccién
fue 1, por lo que la tercera extraccién fue de la urna 1; y el resultado de la tercera
extraccion fue 1, por lo que la cuarta extraccién es de la urna 1.
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! 2 3 4
(a) Each sequence of outcomes corresponds
to a path through this trellis diagram.

(0)

(b) The probability of a sequence of outcomes is the
product of the probabilities along the associated path.

Figura 2.14 Diagrama de enrejado de una cadena de Markov.

Supongamos ahora que queremos calcular la probabilidad de una secuencia
particular de resultados, por ejemplo, sg,s1,s2. Denotamos esta probabilidad
como P[{so}N{s1}N{s2}]. Sea A= {s2} y B = {so}N{s1} entonces, dado que
P[AN B] = P[A|B]P[B] tenemos que

Pl{so} N{s1} N {sa}] = Pl{s2}[{s0} N {s1}]P[{s0} N {s1}]
= P[{s2}[{s0} N {s1}]P[{s1}|{s0}]P[{s0}]. (2.36)

Observemos ahora que en el ejemplo anterior de la urna la probabilidad

Pl{sn}{so} NN {sn-1}]

s6lo depende de {s,,—1} ya que el resultado més reciente determina qué subex-
perimento se lleva a cabo:

Pl{sn}{so} -+~ N{sn-1}] = P{sn}{sn-1}]. (2.37)
Por lo tanto, para la secuencia de interés se tiene que
Pl{so} N{s1} N {s2}] = P[{sa}{s1}|P[{s1}{s0}]P[{s0}]. (2.38)

Los experimentos secuenciales que satisfacen la ecuacién (2.37) se denominan
cadenas de Markov. Para estos experimentos, la probabilidad de una secuencia
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S0,81, - - -, Sm viene dada por
P[sg, 81, 8n] = Plsn|$n-1]P[$n—1|$n—2] . . . P[s1]s0] P[s0]- (2.39)

donde hemos simplificado la notacién omitiendo las llaves. Por lo tanto, la pro-
babilidad de la secuencia sy, ..., s, estd dada por el producto de la probabilidad
del primer resultado so y las probabilidades de todas las transiciones posterio-
res, de g a s1, de s1 a S, y asi sucesivamente. En el capitulo 7?7 se abordan las
cadenas de Markov.

Ejemplo 2.36
Queremos encontrar la probabilidad de la secuencia 0011 para el experimento de
la urna introducido en el ejemplo 2.35.

Hay que recordar que la urna 0 contiene dos bolas con la etiqueta 0 y una
bola con la etiqueta 1, y que la urna 1 contiene cinco bolas con la etiqueta 1
y una bola con la etiqueta 0. Facilmente podemos calcular las probabilidades
de las secuencias de los resultados mediante el etiquetado de las ramas en el
diagrama de enrejado con la probabilidad de la correspondiente transicién, como
se muestra en la figura 2.14(b). De esta forma, la probabilidad de la secuencia
0011 esta dada por

P[0011] = P[1]1]P[1]0]P[0[0}P[0],

donde las probabilidades de transiciéon vienen dadas por

1 2
P[1|0] = 7, P|0|0] =
10} = 5, Plojo] = =
5 1
Pl1]1] ==, P[0]1]==
=2, Pl =,
v las probabilidades iniciales vienen dadas por
1
P[0] = 3= P[1].

Si sustituimos estos valores en la expresién de P[0011], obtenemos

= () () () ()=

El experimento de la doble urna en los ejemplos 2.35 y 2.36 es el ejemplo mas
simple de los modelos de cadena de Markov que se discuten en el capitulo 77. El
experimento de la doble urna discutido aqui se utiliza para modelar situaciones
en las que so6lo hay dos resultados, y en que los resultados tienden a ocurrir en
rafagas. Por ejemplo, el modelo de dos urnas se usa para modelar la el comporta-
miento en “rafaga” de los paquetes de voz generada por un solo altavoz donde las
rafagas de paquetes activos estan separados por periodos relativamente largos de



70

Problemas

Concentos _basicos de_tearia_de_la_nrobabilidad

silencio. El modelo también ha sido usado para la secuencia de puntos en blanco
y negro que se derivan del escaneado, linea por linea, de imagenes en blanco y
negro.

2.1 El minutero (aflojado) de un reloj gira con dificultad y se anota la hora a
la que la manecilla se detiene.
(a) ;Cudl es el espacio muestral?

(b) Encuentra los conjuntos correspondientes a los sucesos: A = “la manecilla
se detiene en las primeras 4 horas”, B = “la manecilla se detiene entre la
segunda y octava hora (ambas incluidas)”, y D = “la manecilla se detiene

en una hora impar”.

(¢) Encuentra los sucesos: ANBND,A°NB,AU(BND°),(AUB)nD°".

2.2 Selanza un dado dos veces y se cuenta y se anota, en el orden de aparicion,

el nimero de puntos que aparecen en cada lanzamiento.

(a) Encuentra el espacio muestral.

(b) Encuentra el conjunto A correspondiente al suceso “el niimero de puntos en
el primer lanzamiento no es menor que el nimero de puntos en el segundo
lanzamiento”.

(¢) Encuentra el conjunto B correspondiente al suceso “el ntimero de puntos en
el primer lanzamiento es 6”.

(d) ;A implica B o B implica A?

(e) Encuentra A N B¢y describe este suceso con palabras.

(f) Sea C' el suceso “la diferencia de puntos entre los dos dados es 2”. Encuentra
ANnC.

2.3 Se lanzan dos dados y se anota la magnitud de la diferencia en el nimero

de puntos obtenidos en los dos dados.

(a) Encuentra el espacio muestral.

(b) Encuentra el conjunto A correspondiente al suceso “la magnitud de la dife-
rencia es 3”.

(¢) Expresa cada uno de los sucesos elementales de este experimento como unién
de sucesos elementales del problema 2.

2.4 Un sistema binario de comunicacién transmite una senal X que o bien es

una senal de tensién +2 o bien una senal de tension —2. Un canal malicioso

reduce la magnitud de la senal recibida usando como referencia el nimero de
caras que obtiene en dos lanzamientos de una moneda. Sea Y la senal resultante.

(a) Encuentra el espacio muestral.

(b) Encuentra el conjunto de respuestas correspondiente al suceso “la senal trans-
mitida fue +2”.

(c) Describe con palabras el suceso correspondiente a la respuesta Y = 0.

2.5 Un cajén contiene seis plumas estilogréaficas, cuatro de las cuales estan

secas.
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(a) Las plumas son seleccionados al azar, una por una hasta se encuentra una
pluma buena. ;Cuél es el espacio muestral?

(b) Supongamos que se anota sélo el ntimero, y no la secuencia, de las plumas
probadas en el apartado (a). Especifica el espacio muestral.

(c) Supongamos que las plumas son seleccionadas una por una y se prueban
hasta que las dos plumas buenas sean identificadas, y se anota la secuencia
de resultados. ;Cual es el espacio muestral?

(d) Especifica el espacio muestral del apartado (c) si s6lo se anota el nimero de
plumas probadas.

2.6 Tres amigos (Alvaro7 Benito y Carlos) ponen sus nombres en un sombrero

y cada uno saca un nombre del sombrero. Suponemos Alvaro elige primero, luego

Benito y luego Carlos.

(a) Encuentra el espacio muestral.

(b) Encuentra los conjuntos A, By C' que se corresponden con los sucesos “Alva-
ro elige su propio nombre”, “Benito elige su propio nombre” y “Carlos elige
su propio nombre”,

(¢) Encuentra el conjunto correspondiente al suceso, “nadie elige su propio nom-
bre”.

(d) Encuentra el conjunto correspondiente al suceso, “todos eligen su propio
nombre”.

(e) Encuentra el conjunto correspondiente al suceso, “uno o més eligen su propio
nombre”.

2.7 Sea M el nimero de transmisiones de mensajes en el experimento Fj.

(a) /Cudl es el conjunto A correspondiente al suceso “M es par”?

(b) ;Cuél es el conjunto B correspondiente al suceso “M es un multiplo de 3”7

(¢) ;Cuél es el conjunto C correspondiente al suceso “se necesitan 6 o menos
transmisiones” ?

(d) Encuentra los conjuntos AN B,A — B,AN BN C y describe los sucesos
correspondientes con palabras.

2.8 Seelige un ntimero U al azar en el intervalo unidad. Sean A y B los sucesos:

A = “U difiere de 1/2 en més de 1/4” y B = “1—U es menor que 1/2”. Encuentra

los sucesos ANB,A°NBy AUB.

2.9 El espacio muestral de un experimento es la recta real. Sean A y B los

sucesos correspondientes a los siguientes subconjuntos de la recta real: A =

(—o0,r] y B = (=00, s], donde r < s. Busca una expresién para el suceso C' =

(r,s] en términos de A y B. Demuestra que B=AUC y ANC = Q.

2.10 Utiliza los diagramas de Venn para verificar las identidades de conjuntos

dadas en las ecuaciones (2.2) y (2.3). Serd 1til usar diferentes colores o sombrea-

dos diferentes para denotar las regiones diferentes con claridad.

2.11 Demuestra que:

(a) Si el suceso A implica B y B implica C, entonces A implica C.

(b) Si el suceso A implica B, entonces B¢ implica A°.

2.12 Demuestra que si AUB =Ay AN B = A entonces A = B.
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(a) Series system (b) Parallel system i¢) Two-out-of-three system

Figura 2.15

2.13 Sean A y B dos sucesos. Encuentra una expresion para el suceso “exacta-

mente uno de los sucesos A y B ocurre.” Dibuja un diagrama de Venn para este

suceso.

2.14 Sean A, B,y C sucesos. Encuentra expresiones para los siguientes sucesos:

(a) Exactamente ocurre uno de los tres sucesos.

(b) Exactamente ocurren dos de los sucesos.

(¢) Ocurren uno o més sucesos.

(d) Ocurren dos o més sucesos.

(e) No ocurre ninguno de los sucesos.

2.15 La figura 2.15 muestra tres sistemas de tres componentes C7, Cy y Cj.

La figura 2.15(a) es un sistema “en serie” en el que el sistema funciona sélo

si los tres componentes estdn funcionando. La figura 2.15(b) es un sistema

“en paralelo” en el que el sistema funciona siempre y cuando al menos uno de

los tres componentes esté funcionando. La figura 2.15(c) es un sistema “dos de

tres” en el que el sistema funciona siempre y cuando al menos dos componentes

estén funcionando. Sea Ay el suceso “la componente k estd funcionando”. Para

cada una de las tres configuraciones de sistema, expresa el suceso “el sistema

estéd funcionando” en términos de Aj.

2.16 Un sistema tiene dos subsistemas clave. El sistema estd “up”, si sus dos

subsistemas estdn funcionando. Los sistemas de triple redundancia se configuran

para proporcionar una alta fiabilidad. El sistema general esta operativo (en fun-

cionamiento), siempre y cuando uno de los tres sistemas esté “up”. Sea Aj; el

suceso correspondiente al suceso “la unidad k en el sistema j estd funcionando”,

paraj =1,2,3y k=1,2.

(a) Escribe una expresion para el suceso “el sistema general estd “up””.

(b) Explica por qué el problema anterior es equivalente al problema de tener
una conexién en la red de conmutadores que aparecen en la figura 2.16.

2.17 Entre las 6am y las 6am (periodo de 24h), un estudiante se levanta en el

instante de tiempo t; y se va a dormir en un instante de tiempo posterior, t5.

(a) Elresultado del experimento es el par (¢1,t2). Encuentra el espacio muestral
y representalo en el plano = — y.
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Figura 2.16

(b) Especifica el suceso A = “el estudiante estd dormido a mediodia” y dibuja
la region del plano correspondiente.

(¢) Especifica el suceso B = “el estudiante duerme de 7 a 9 am” y dibuja la
regién del plano correspondiente.

(c) Dibuja la regién correspondiente a ANB y describe el suceso correspondiente
en palabras.

2.18 Se tira un dado y se anota el nimero que sale.

(a) Calcula la probabilidad de los resultados elementales del experimento, supo-
niendo que el dado esta equilibrado.

(b) Calcula la probabilidad de los sucesos A = {més de 3} y B = {ntimero impar}.

(¢) Calcula la probabilidad de AU B, AN By A°.

2.19 Demuestra que

P[AUBUC] = P[A|+PB]|+ P[C] - P[ANB] - P[ANC] - P[BN (]
+P[ANBNC].

2.20 Sea M el nimero de transmisiones de mensajes del Experimento Eg. Sean
los experimentos:

A= “M es par”
B = “M es multiplo de 3”

C = “se requieren 6 0 menos transmisiones”

Calcula la probabilidad de los sucesos A, B, C, C¢, ANB, A— B, AnBNC.
Asume que la probabilidad de que una transmision sea exitosa es 1/2.

2.21 Se selecciona un ntumero = en el intervalo [—1,2]. Sea A = {z < 0},
B={]z—0.5/ <05}y C={z>0.75}.

(a) Calcula la probabilidad de A, B, ANBy AnC.

(b) Calcula la probabilidad de AU B, AUC y AU B U C primero, calculando
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los sucesos y luego las probabilidades, y segundo, utilizando los axiomas y
corolarios apropiados.

2.22  Selanza un dado dos veces y se anota los niimeros en orden de ocurrencia.

Sea A el suceso “el nimero en la primera tirada no es menor que el ntimero de

la segunda tirada” y sea B el suceso “el niimero en la primera tirada es un seis”.

Calcula P[A|B] y P[B|A].

2.23 Utiliza la probabilidad condicionada y un diagrama de arbol para calcular

las probabilidades de los resultados elementales de los experimentos aleatorios

definidos en los apartados (a)-(d) del problema 2.5.

2.24 (a) Calcula P[A|B]si ANB =0;si AC B;si B C A.

(b) Demuestra que si P[A|B] > P[A], entonces P[B|A] > P[B].

2.25 En cada lote de 100 productos, se prueban 2 y el lote es rechazado si

alguno de los productos probados resulta defectuoso.

(a) Calcula la probabilidad de que un lote con k productos defectuosos sea
aceptado.

(b) Supongamos que cuando el proceso de produccién no funciona bien, 50 de 100
productos son defectuosos. Con el objetivo de identificar cuando funciona
mal el proceso, ;Cuantos productos tienen que ser probados para que la
probabilidad de que uno o mas productos resulten defectuosos sea al menos
99 %?

2.26 El transmisor del problema 2.4 trasmite X = +2 y X = —2 con igual

probabilidad. El canal malicioso cuenta el niimero de caras en dos lanzamientos

de una moneda equilibrada para decidir cuanto reduce la magnitud del input

para producir el resultado Y.

(a) Utiliza un diagrama de drbol del conjunto de posibles pares input-output.

(b) Calcula las probabilidades de los pares input-output.

(¢) Calcula las probabilidades de los valores de salida.

(d) Calcula la probabilidad de que el input fuera X = +2 dado que Y = k.

2.27 Sean S ={1,2,3,4}y A={1,2}, B={1,3}, C = {1,4}. Asumiendo que

los resultados son equiprobables, json A, B y C sucesos independientes?

2.28 Demuestra que si A y B son sucesos independientes, entonces los pares A

y B¢, A°y B; y A° y B€ son también independientes.

2.29 Un experimento consiste en escoger al azar una de dos urnas y luego

extraer una bola de la urna y anotar su color (blanco o negro). Sea A el su-

ceso “la urna 1 es escogida” y B el suceso “se observa una bola negra”. ;Bajo

qué condiciones seran independientes A y B?

2.30 Se repite un experimento muchas veces y se anota la ocurrencia de los

sucesos A y B. ;Cémo se puede comprobar si los sucesos A y B son indepen-

dientes?

2.31 Se transmite un bloque de 100 bits a través de un canal de comunicacién

con probabilidad de error en un bit de p = 1072,

(a) Si el bloque tiene 1 o0 menos errores, el receptor admite el bloque. Calcula la
probabilidad de que el bloque sea aceptado.
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(b) Si el bloque tiene més de 1 error, entonces hay que volver a transmitir el
mensaje. Calcula la probabilidad de que se necesiten M retransmiesiones.

2.32 Para que un circuito funcione, siete chips idénticos deben de estar funcio-

nando. Para mejorar la fiabilidad, se incluye un chip adicional, de forma que el

diseno permita que reemplace a cualquiera de los siete chips cuando fallen.

(a) Calcula la probabilidad p, de que el sistema funcione en términos de la
probabilidad p de que un chip funcione.

(b) Supongamos que n sistemas como este se colocan en paralelo y que nece-
sitamos un 99.9 % de probabilidad de que al menos uno de los sistemas
funcione. ; Cudntos sistemas necesitamos?

2.33 Consideremos una baraja de cartas bien mezclada de 52 cartas diferentes,

de las cuales 4 son ases y 4, reyes.

(a) Calcula la probabilidad de obtener un as al sacar la primera carta.

(b) Saca una carta de la baraja y mirala. {Cuél es la probabilidad de obtener
un as en la siguiente extraccién? ;Cambia tu respuesta si no observaras la
primera carta?

(c¢) Supongamos que sacamos 7 cartas de la baraja. ;Cudl es la probabilidad de
que haya tres ases? ;Cuadl es la probabilidad de que haya 2 reyes? ;Cudl es
la probabilidad de que haya 3 ases y/o 2 reyes?

(d) Supongamos que se reparte toda la baraja (el mismo nimero de cartas) entre
cuatro jugadores. ;Cudl es la probabilidad de que cada jugador tenga un
as?
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3.1

Variables aleatorias discretas

En la mayoria de experimentos aleatorios estamos interesados en un atributo
numérico del resultado del experimento. Una variable aleatoria se define como
una funcién que asigna un valor numérico al resultado del experimento. En este
capitulo se introduce el concepto de variable aleatoria y métodos para calcu-
lar las probabilidades de sucesos relacionados con una variable aleatoria. Nos
centramos en el caso més simple, el de variables aleatorias discretas, y presen-
tamos la funcién de masa de probabilidad. Definimos el valor esperado de una
variable aleatoria y lo relacionamos con nuestra nocién intuitiva de la media.
También presentamos la funcién de probabilidad condicionada para el caso en
el que se nos da informacién parcial sobre la variable aleatoria. Estos conceptos
y su extensién en el capitulo 4 nos proporcionan las herramientas para calcu-
lar las probabilidades y los promedios de interés en el diseno de sistemas con
componentes estocdsticos. A lo largo del capitulo se introduce algunas variables
aleatorias importantes y se discute algunas aplicaciones tipicas donde surgen.

La nocion de variable aleatoria

El resultado de un experimento aleatorio no tiene por qué ser numérico. Sin
embargo, normalmente no estamos interesados en el resultado del experimento
en si, sino en alguna medida o atributo numérico del resultado. Por ejemplo, en n
lanzamientos de una moneda, podemos estar interesados en el nimero de caras y
no en el orden especifico en el que salen las caras y las cruces. En una pagina web
elegida al azar, podriamos interesarnos solo por su longitud. En cada uno de estos
ejemplos, una medida asigna un valor numérico al resultado de un erperimento
aleatorio. Como los resultados son aleatorios, las medidas de los mismos también
seran aleatorias. Por tanto, tiene sentido hablar de las probabilidades de los
valores numéricos resultantes. El concepto de variable aleatoria formaliza esta
idea.

Una variable aleatoria X es una funcién que asigna un ntimero real, X ({), a
cada elemento ¢ del espacio muestral de un experimento aleatorio. Recordemos
que una funcion es simplemente una regla para asignar valores numéricos a cada
elemento de un conjunto, como se muestra en la Figura 3.1. La especificacién de
una medida para los sucesos de un experimento aleatorio define una funcion en el
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e Figura 3.1 Una variable
-~ = veal aleatoria asigna un ndmero
| . Vime real X(¢) a cada elemento ¢
] . del espacio muestral S de un
Sx experimento aleatorio.

espacio muestral y, por consiguiente, una variable aleatoria. El espacio muestral
S es el dominio de la variable aleatoria y el conjunto Sx de todos los valores que
toma X es el rango de la variable aleatoria. Entonces Sy es un subconjunto del
conjunto de todos los ntimeros reales. Utilizaremos la siguiente notacién: letras
mayusculas para denotar variables aleatorias, e.g., X o Y, y letras mintsculas
para representar posibles valores de las variables aleatorias, e.g., o y.

Ejemplo 3.1 Lanzamientos de una moneda
Se lanza una moneda tres veces y se anota la secuencia de caras y cruces. El
espacio muestral de este experimento es

S={CCC,CCX,CXC,CXX,XCC,XCX, XXC, XXX}

Sea X el nimero de caras en los tres lanzamientos. X asigna un nimero del
conjunto Sx = {0,1,2,3} a cada elemento ¢ de S. La tabla a continuacién
contiene los ocho sucesos de S y los correspondientes valores de X.

¢: ccec C0ocxXx CXC XCCO CXX XCX XXC XXX

X(¢): 3 2 2 2 1 1 1 0

Por tanto, X es una variable aleatoria que toma valores en el conjunto Sx =
{07 ]‘, 27 3}'

Ejemplo 3.2 Un juego de apuestas

Un jugador apuesta 1.5 euros en el siguiente juego: se lanza una moneda tres
veces y se cuenta el niimero de caras, X. El jugador recibe 1 eurosi X =2y 8
euros si X = 3, pero no recibe nada en los demés casos. Sea Y la recompensa
para el jugador. Y es una funcién de la variable aleatoria X y sus valores pueden
relacionarse con el espacio muestral del experimento aleatorio subyacente como
sigue:

& ccc Cccx CXC XCoCO CXX XCOX XXC XXX

X(©Q): 3 2 2 2 1 1 1 0
Y((): 8 1 1 1 0 0 0 0

Por tanto, Y es una variable aleatoria que toma valores en el conjunto Sy =
{0,1,8}.
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El ejemplo anterior muestra que una funcién de una variable aleatoria produce
otra variable aleatoria.

Para una variable aleatoria, la funcién o regla que asigna valores a cada evento
es fija y determinista, como, por ejemplo, en la regla de “suma el resultado del
lanzamiento de dos dados.” La aleatoriedad en el experimento es debida a que se
realiza los lanzamientos. El proceso de suma de los resultados es determinista.
Por lo tanto, la distribucién de los valores de una variable aleatoria X viene
determinada por la probabilidad de los resultados ¢ del experimento aleatorio.
En otras palabras, la aleatoriedad en los valores observados de X es inducida
por el experimento aleatorio subyacente y, por lo tanto, nosotros debemos ser
capaces de calcular las probabilidades de los valores de X en términos de las
probabilidades de los eventos subyacentes.

Ejemplo 3.3 Lanzamientos de una moneda y apuestas

Sea X el nimero de caras en tres lanzamientos independientes de una moneda
equilibrada. Calcula la probabilidad del suceso {X = 2}. Calcula la probabilidad
de que el jugador del ejemplo 3.2 gane 8 euros.

Solucién
Obsérvese que X (¢) =2 siy sélosi ¢ € {CCX,CXC, XCC}. Por tanto

P[X =2]=P[{CCX,CXC,XCC}]
= P{CCX}]+ P[{CXC}]+ P{XCC}]
=3/8.
El suceso {Y = 8} ocurre si y sélo si el resultado ¢ es CCC, entonces

PI{Y = 8}] = P[{CCC}] = 1/8.

El ejemplo 3.3 ilustra la técnica general para calcular las probabilidades de los
sucesos relacionados con la variable aleatoria X. Sean S y F el espacio muestral
y la clase de los sucesos, respectivamente, del experimento aleatorio subyacen-
te. Para calcular la probabilidad de un subconjunto B de R, e.g., B = {x}},
necesitamos encontrar los sucesos de S que tienen como imagen a B, esto es,

A={¢:X(¢) e B} (3.1)

como se muestra en la Figura 3.2. Si ocurre el suceso A entonces X (¢) € B, el
suceso B ocurre. Por el contrario, si el suceso B ocurre, entonces el valor X (¢)
implica que ¢ € A, por lo que el suceso A ocurre. Asi, la probabilidad de que
X € B viene dada por:

P[X € B] = P[A] = P[{C: X(¢) € B}]. (3.2)
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S T

o I st ::.Ir Figura 3.2
v P[X € B] = P[¢ € 4]

Diremos que A y B son sucesos equivalentes.

En algunos experimentos aleatorios el resultado ¢ es el valor numérico en el
que estamos interesados. En esos casos, definimos simplemente X (¢) = (, esto
es, la funcién identidad, para obtener una variable aleatoria.

Variables aleatorias discretas y la funcion de probabilidad

Una variable aleatoria discreta X se define como una variable aleatoria
que toma un conjunto numerable de valores Sx = {x1,x2,23,...}. Una variable
aleatoria discreta es finita si su rango es finito, esto es, Sx = {x1,z2,...,2,}.
Estamos interesados en calcular la probabilidad de los sucesos relacionados con
una variable aleatoria discreta X . Como el espacio muestral Sx es discreto, sélo
necesitamos obtener las probabilidades de los sucesos Ap = {¢ : X(¢) = xx}
en el experimento aleatorio subyacente. La probabilidad de todos los sucesos
relacionados con X se puede obtener conociendo la probabilidad de los Ay.

La funcién de probabilidad (pmf) de una variable aleatoria discreta
X se define como:

px(2) = PIX =a] = P[{C: X(()=a}] a €. (3.3)

Obsérvese que px (z) es una funcién de x en la recta real y que puede ser no nula
s6lo en los valores x4, x9, 23, ... Para x; € Sx, tenemos que px (xy) = P[Ag].

Los sucesos A1, As, ... forman una particiéon de S, como se ilustra en la figura
3.3. Para ver esto, primero demostramos que son sucesos disjuntos. Sea j # k,
entonces

AN Ag ={¢: X(Q) =z, X(() = ax} =0

va que cada ( tiene una tnica imagen en Sx. Ahora demostramos que S es la
unién de Ag. Cada ¢ € S tiene su imagen xj, tal que { pertenece a un suceso Ay,
de la particién. Por tanto:

S=A1UAU...
Todos los sucesos relacionados con la variable aleatoria X se puede expresar

como la unién de sucesos Ai. Por ejemplo, supongamos que estamos interesados
en el suceso X € B = {x9, x5}, entonces

P[X € B] = P[{(: X(() = z2} U{(: X(() = w5}]
— P[Ay U A5] = P[As] + P|As]
=px(2) +px(5).
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La pmf px (x) satisface tres propiedades que proporcionan toda la informacién
necesaria para calcular la probabilidad de los sucesos relacionados con la variable
aleatoria discreta X:

(i) px(z) 20 Vv (3.4a)
(i) Y px(@) = px(zx) =) PlA] =1 (3.4b)
rESx k k
(ili) P[X € B]=> px(z) Be€ Sx. (3.4¢)
reB

La propiedad (i) es cierta porque los valores de la pmf se definen como una pro-
babilidad, px(z) = P[X = z]. La propiedad (ii) se deduce porque los sucesos
Ay, = {X = =z} forman una particién de S. Obsérvese que las sumas en las ecua-
ciones de (ii) y (iii) tendrdn un ndmero finito o infinito de términos dependiendo
de si la variable aleatoria es finita o no. Consideremos ahora la propiedad (iii).
Cualquier suceso B relacionado con X es la unién de sucesos elementales, por lo
que por el Axioma III’; tenemos:

P[XeB]=P

¢ x(©0) = z}] =Y PIX =a]= Y px(a).

TEB rzeB reB

La pmf de X nos da las probabilidades de todos los sucesos elementales de
Sx. La probabilidad de cualquier subconjunto de Sx se obtiene sumando las de
los sucesos elementales correspondientes. De hecho, tenemos todo lo necesario
para especificar una ley de probabilidad para los sucesos en Sx. Si s6lo estamos
interesados en los sucesos relacionados con X, entonces podemos olvidarnos del
experimento aleatorio subyacente y su ley de probabilidad asociada y trabajar
solo con Sx y la pmf de X.

Ejemplo 3.4 Lanzamientos de una moneda y la variable aleatoria Bi-
nomial

Sea X el numero de caras en tres lanzamientos independientes de una moneda.
Calcula la pmf de X.

Solucién
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Figura 3.4 (a) Grafico de la pmf de tres lanzamientos de una moneda; (b) grafico de la
pmf del juego de apuestas.

Procediendo como en el ejemplo 3.3, calculamos:

po = P[X = 0] = P{XXX}] = (1 -p)?,

p1=P[X =1] = P{CXX}] + P{XCX}] + P{XXC}] = 3(1 - p)°p,
p2 = P[X = 2] = P{CCX}] + P[{CXC}] + P[{XCC}] = 3(1 — p)p?,
p3 = P[X = 3] = P[{CCC}] = p’,

Ejemplo 3.5 Un juego de apuestas

Un jugador recibe 1 euro si el niimero de caras en tres lanzamientos de moneda
es 2, 8 euros si el nimero en 3 y nada en el resto de los casos. Calcula la pmf de
la recompensa Y.

Solucién

py(0) =Pl € {XXX,XXC,XCX,CXX}|=4/8=1/2
py(1) = P[¢ € {XCC,CXC,CCX}] =3/8
py(8) = P[¢ e {CCC}] =1/8.

Obsérvese que py (0) + py (1) + py (8) = 1.
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La figura 3.4 muestra la grafica de px (z) frente a x de las variables aleatorias
de los ejemplos 3.4 y 3.5, respectivamente. En general, el grafico de la pmf de una
variable aleatoria discreta estd formada por barras verticales de altura px (xy)
en los valores xp de Sx. Podemos interpretar la probabilidad total como una
unidad de masa y la px(z) como la cantidad de masa de probabilidad situada
en cada uno de los puntos discretos x1, xa, ... Los valores relativos de la pmf en
los diferentes puntos dan una idea de las probabilidades relativas de ocurrencia.

Ejemplo 3.6 Generacién de niimeros aleatorios

Un generador de niimeros aleatorios produce un niimero entero X del conjunto
Sx ={0,1,2,...,M — 1} en el que todos los valores son igualmente probables
de ser seleccionados. Calcula la pmf de X.

Solucién
Para cada k € Sx tenemos px (k) = 1/M. Nétese que

px(0) +px(1)+...+px(M —1)=1.

X es denominada variable aleatoria Uniforme en el conjunto {0,1,2,..., M —

1.

Ejemplo 3.7 Variable aleatoria de Bernoulli

Sea A el suceso de interés en un experimento aleatorio, e.g. un aparato no es
defectuoso. Decimos que ocurre un “éxito” si A ocurre al realizar el experimento.
La variable aleatoria de Bernouilli 14 es igual a 1 si ocurre A y cero en otro caso
y viene dada por la funcion indicadora de A:

0 si¢¢gA
1 = 3.5a
A(Q) {1 ey (3.50)
Calcula la pmf de I4.

Solucién
I4(¢) es una variable aleatoria discreta de rango Sy = {0,1} con pmf:

pr(0) = P{¢:Ce A%} =1—p
pi(1) = P{¢: C € A} =p. (3.5b)

14 es conocida como la variable aleatoria de Bernoulli. Obsérvese que py(0)+
Pr ( 1 ) =1.

Ejemplo 3.8 Transmisién de mensajes

Sea X el nimero de veces que necesitamos enviar un mensaje hasta que llegue
correctamente a su destino. Calcula la pmf de X. Calcula la probabilidad de que
X sea un numero par.
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Solucién

X es una variable aleatoria discreta que toma valores en Sx = {1,2,3,...}. El
suceso {X = k} ocurre si en el experimento subyacente resultan k — 1 transmi-
siones erréneas consecutivas (“fracasos”) seguidos de una sin errores (“éxito”):

px(k)=P[X =k] = P[00...01] =(1-p)* 'p=¢"""p k=1,2,... (3.6)

Diremos que X es una variable aleatoria Geométrica y que X se distribuye
geométricamente. En la ecuacién (2.34b), vimos que la suma de probabilidades
geométricas es 1.

0o 0o - 1 1
PIX par] =} px(2k) =p) o™ TP T 1o
k=1 k=1 q q

Ejemplo 3.9 Transmisiéon de errores

Un canal de comunicaciones binario introduce un error en un bit de una trans-
misién con probabilidad p. Sea X el ntiimero de errores en n transmisiones inde-
pendientes. Calcula la pmf de X. Calcula la probabilidad de a lo sumo un error.

Solucién

X toma valores en el conjunto Sx = {0,1,...,n}. Cada arroja un “0” si no hay
errores y “1” si hay un error, P[“1”] = p y P[“0”] =1 — p. La probabilidad de &
errores en n transmisiones de tamano un bit es dada por la probabilidad de un
patrén de errores que tiene k unos y n — k ceros:

n

px(t) = Pix = = (]

)pk(l—p)"k k=0,1,...,n. (3.7)

X es denominada variable aleatoria Binomial, con pardmetros n y p. En la
ecuacion (2.31b), vimos que la suma de probabilidades binomiales es 1.

PIX <1]= (g)po(l —p)"0+ (?)pl(l —p)" =1 —p)" +nap(l—p)" L

Por tltimo, vamos a considerar la relacién entre las frecuencias relativas y
la pmf px (xg). Supongamos que se realizan n repeticiones independientes para
obtener n observaciones de la variable aleatoria discreta X. Sea Nj(n) el nimero
de veces que se produce el suceso X = xj, y sea fr(n) = Ni(n)/n la frecuencia
relativa correspondiente. Haciendo n tender a infinito, esperamos que fi(n) —
px (xr). Por tanto, el grafico de las frecuencias relativas debe parecerse al grafico
de la pmf. La figura 3.5(a) muestra el gréfico de las frecuencias relativas de 1000
repeticiones de un experimento que genera una variable aleatoria Uniforme en
el conjunto {0,1,...,7} y la pmf correspondiente. La figura 3.5(b) muestra el
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Figura 3.5 (a) Frecuencias relativas y pmf uniforme; (b) Frecuencias relativas y pmf
geométrica.
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grafico de frecuencias relativas y la pmf para una variable aleatoria Geométrica
con p = 1/2 y n = 1000 repeticiones. En ambos casos vemos que la grafica de
frecuencias relativas se aproxima a la de la pmf.

Esperanza y momentos de una variable aleatoria discreta

Con el objetivo de describir completamente el comportamiento de una variable
aleatoria discreta, debemos definir toda una funcién, es decir px(z). En algu-
nas situaciones estamos interesados en unos pocos pardmetros que resumen la
informacién proporcionada por la pmf. Por ejemplo, la figura 3.6 muestra los
resultados de muchas repeticiones de un experimento que produce dos variables
aleatorias. La variable aleatoria Y varia alrededor del valor 0, mientras que la
variable aleatoria X varia alrededor del valor 5. Es obvio también que X es mas
dispersa que Y. En esta seccion se presenta los parametros que cuantifican estas
propiedades.
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La esperanza o media de una variable aleatoria discreta X se define

myx = F[X] = Z xpx(x) = Zxkpx(ack). (3.8)
k

TESX

La esperanza E[X] estd definida si la suma anterior es absolutamente conver-
gente, es decir,

E[X)) =) larlpx (o) < cc. (3.9)
k

Hay variables aleatorias para las que la ecuacién (3.9) no converge. En estos
casos, se dice que la esperanza o valor esperado no existe.

Si interpretamos px () como la distribucién de masa en los puntos x1, za, . ..
en la recta real, entonces E[X] representa al centro de masa de esta distribucién.
Por ejemplo, en la figura 3.5(a), podemos ver que la pmf de una variable aleatoria
discreta que se distribuye uniformemente en {0, ..., 7} tiene centro de masa 3.5.

Ejemplo 3.10 Media de la variable aleatoria de Bernoulli
Calcula la esperanza de la variable aleatoria de Bernoulli I4.

Solucién
A partir del ejemplo 3.5, tenemos

E[IA] = Op](O) + 1p[(1) =D.

donde p es la probabilidad de éxito en el experimento de Bernoulli.

Ejemplo 3.11 Tres lanzamientos de una moneda y la variable aleatoria
Binomial

Sea X el ntimero de caras en tres lanzamientos de una moneda equilibrada.

Calcula E[X].

Solucién
La ecuacién (3.8) y la pmf de X que se calculd en el ejemplo 3.4 dan:
3 3

3
1 1
E[X] =) kpx(k) = 0g +15 +25 +35 =15,
k=0

Notese que lo anterior se refiere a una variable aleatoria Binomial con n = 3 y

p = 1/2, que veremos que tiene E[X] = np.

Ejemplo 3.12 La media de una variable aleatoria discreta uniforme
Sea X el generador de numeros aleatorios en el ejemplo 3.6. Calcula E[X].

Solucién
A partir del ejemplo 3.4 tenemos que px(j) = 1/M para j =0,...,M — 1, por
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lo que
M—1
B 1 - WM -1)M (M —1)
E[X]ikg,OkMiM{0+1+2+”.+M71}i Wi = 5

donde utilizamos el hecho que 1+ 2+ ---+ L = (L 4+ 1)L/2. Né6tese que para
M =8, E[X] = 3.5, lo cual es consistente con nuestra observacion sobre el centro
de la masa en la figura 3.5(a).

El uso del término “esperanza” no significa que esperemos observar E[X] cuan-
do llevamos a cabo el experimento que genera X. Por ejemplo, la esperanza de
un experimento de Bernoulli es p pero sus resultados son siempre 0 o 1.

La E[X] se corresponde con la “media de X” en un gran ntmero de obser-
vaciones de X. Supongamos que se realiza n repeticiones independientes del
experimento que genera X y que registramos los valores observados como z(1),
x(2),..., z(n), donde x(j) es la observacion en el j-ésimo experimento. Sea N (n)
el niimero de veces que se obtiene z, y sea fi(n) = Ni(n)/n la frecuencia relati-
va correspondiente. La media aritmética o media muestral de las observaciones
es la siguiente:

(1) +2(2)+---+x(n) x1N1(n)+ x2Na2(n)+ -+ xpNg(n) + - -

=z1f1(n) +x2fa(n) + - + i fe(n) +---
> wp fi(n). (3.10)
k

El primer numerador suma las observaciones en el orden en que ocurren y
el segundo numerador cuenta cudntas veces ocurre cada xj y luego calcula el
total. Al crecer n, se espera que las frecuencias relativas se aproximen a las
probabilidades px (zy):

lim fi(n) = px(zx) VEk (3.11)

n—oo

La ecuacién (3.10) implica entonces que:
(X)n = arfe(n) = > wrpx(ox) = B[X]. (3.12)
k k

Por lo tanto, esperamos que la media muestral converja a F[X] cuando n se
hace grande.

Ejemplo 3.13 Un juego de apuestas

Un jugador en una feria paga 1.50 euros para lanzar una moneda tres veces.
El jugador recibe 1 euro si el niimero de caras es 2, 8 euros si el nimero es 3, y
nada en cualquier otro caso. Calcula la esperanza de la recompensa Y. ;Cudl es
la ganancia esperada?
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Solucién
La recompensa esperada es:

4 3 1 11
E[Y] = 0py(0) 4+ 1py (1) + 8py(8) = og + 1§ + 8§ =3
La ganancia esperada es:
11 12 1
EY —15]=— - —=—-.
[ 5] 8 8 8

Los jugadores pierden 12.5 céntimos por juego en media, por lo que la casa de
apuestas obtiene un buen beneficio a largo plazo. En el ejemplo 3.17 veremos
que en algunos disenos en ingenieria también se “apuesta” que los usuarios se
comportan de cierta manera.

Ejemplo 3.14 La media de una variable aleatoria Geométrica
Sea X el nimero de bytes en un mensaje, y supongamos que X tiene una
distribucién geométrica con parametro p. Calcular la media de X.

Solucién
X puede tomar valores arbitrariamente grandes ya que Sx = {1,2,...}. El valor
esperado es:

BIX]=> kpd* ' =p) k¢,
k=1 k=1

Esta expresion es facilmente evaluada mediante

1 k
=) =z (3.13)
1—x P
para obtener
1 o h
k=0
Haciendo = = ¢, se obtiene
1 1
EFX|=p—ms=-. 3.15
X =r=am = (3.15)

Vemos que X tiene una esperanza finita siempre que p > 0.

Para algunas variables aleatorias los valores altos ocurren con frecuencia sufi-
ciente para que la esperanza no exista, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.15 La paradoja de San Petersburgo
Se lanza una moneda equilibrada hasta que sale una cruz. Si son necesarios X
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lanzamientos, entonces el casino paga al jugador Y = 2% euros. ;Cudnto debe
estar dispuesto a pagar el jugador para jugar este juego?

Solucién

Si el jugador juega a este juego un gran nimero de veces, entonces el pago debe
ser el valor esperado de Y = 2%. Si la moneda es equilibrada, P[X = k] = (1/2)*
y PlY = 2K] = (1/2)F, asf:

e’} fo%s) k
1
ElY] = § 2kpy(2k):§ 2k <§) =141+ - =o0.
k=1 k=1

Este juego en efecto, parece ofrecer al jugador un buen trato, jpor lo que el
jugador debe estar dispuesto a pagar cualquier cantidad para jugar! La paradoja
estd en que una persona cuerda no pagaria mucho por jugar a este juego. ; Cé6mo
se resuelve esta paradoja?

Las variables aleatorias con una esperanza sin limite no son poco frecuentes y
aparecen en los modelos en los que los resultados que tienen valores muy grandes
no son tan raros. Por ejemplo, el tamano de los archivos en las transferencias
via web, la frecuencia de las palabras en las textos grandes y diversos problemas
financieros y econémicos.

Esperanza de la funcién de una variable aleatoria

Sea X una variable aleatoria discreta y Z = g(X). Puesto que X es discreta,
Z = ¢g(X) tomard un conjunto numerable de valores de la forma g(x)) donde
x) € Sx. Denotamos el conjunto de los valores que toma g(X ) como {z1, za, .. .}.
Una forma de calcular la esperanza de Z es usar la ecuacién (3.8), que requiere
que calculemos la pmf de Z. Otra forma es utilizar el siguiente resultado:

E[Z] = Elg(X)] = Y _ g(a)px (ar). (3.16)
k
Para demostrar la ecuacién (3.16) agrupamos los términos xj, asignados a cada
valor z;:
> gl@e)px(@e) =Yz > px(me) p =Y zpz(z) = BlZ).
k J rp:g(TR)=2; j

La suma dentro de las llaves es la probabilidad de todos los términos x para los
que g(zx) = zj, que es la probabilidad de que Z = z;, es decir, pz(z;).

Ejemplo 3.16 Dispositivos de ley del cuadrado
Sea X una tensién de ruido que se distribuye uniformemente en

Sx = {—3, —1,+41, +3}
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con px (k) =1/4 para k € Sx. Calcula E[Z], donde Z = X?.

Solucién
Usando el primer método se tiene que la pmf de Z es:

pz(9) = P[X € {=3,+3}] = px(=3) + px(3) = 1/2
pz(1) = px (1) +px(1) = 1/2
y entonces E[Z] = 11 4+ 92 = 5. El segundo método da:

B(Z) = BXY = 3 Kpx(b) = ({37 + (17 + 12 487 = 2 =5
k

La ecuacién (3.16) implica varios resultados muy ttiles. Sea Z la funcién
Z =ag(X)+bh(X)+c
donde a, b y ¢ son nuimeros reales, entonces:
E[Z] = aE[g(X)] + bE[A(X)] + c. (3.17a)

Utilizando la ecuacién (3.16) se tiene:

E[Z] = ElaE[g(X)] + bE[L(X)] +c] = ) _(ag(ax) + bh(wr) + ¢)px (zx)
k

=ay_ glen)px(ze) +bY hlar)px(ze) + e px ()

=aFE[g(X)] + bE[MX)] + c.

La ecuacién (3.17a), haciendo a, b y/o ¢ 0 o 1, implica las siguientes expresiones:

Blg(X) + h(X)] = Elg(X)] + B[h(X)]. (3.17b)
ElaX] = aE[X]. (3.17¢)
E[X +¢ = E[X] +c. (3.17d)
Elc)=c¢ (3.17e)

Ejemplo 3.17 Dispositivos de ley del cuadrado

La tensién de ruido X del ejemplo anterior se amplifica y desplaza para obtener
Y =2X + 10, para producir Z = Y? = (2X + 10)?. Calcula E[Z].

Solucién

E[Z) = E[(2X +10)?] = E[4X? + 40X + 100]
= 4F[X? + 40E[X] + 100 = 4(5) + 40(0) 4 100 = 120.
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Ejemplo 3.18 Multiplexor de paquetes de voz

Sea X el nimero de paquetes de voz que contienen lenguaje activo producido
por n = 48 altavoces independientes en un periodo de 10 milisegundos como se
discutio en la seccién 1.4. X es una variable aleatoria Binomial con parametro n
y probabilidad p = 1/3. Supongamos que un multiplexor de paquetes transmite
hasta M = 20 paquetes activos cada 10 ms, y cualquier exceso de paquetes
activos es descartado. Sea Z el nimero de paquetes descartados. Calcula E[Z].

Solucién
El nimero de paquetes descartados cada 10 ms es la siguiente funciéon de X:

0 X<M
X-M X>M.

E[Z] = 428 (k — 20) <t8) (%)k (%)4“ =0.182.

k=20

Z:(X—M)*é{

Cada 10 ms se produce E[X] = np = 16 paquetes activos en media, por lo que
la fraccién de paquetes activos descartados que los clientes van a sufrir es de
0.182/16 = 1,1 %. Este ejemplo muestra que los sistemas en ingenierfa también
“apuestan” en juegos en los que las estadisticas favorables son explotadas para
utilizar los recursos de manera eficiente. En este ejemplo, el multiplexor transmite
20 paquetes por cada perfodo en lugar de 48 con una reduccién de 28/48 = 58 %.

Varianza de una variable aleatoria

La esperanza E[X], por si misma, nos proporciona una informacién limitada
acerca de X. Por ejemplo, si sabemos que E[X] = 0, entonces podria ser que
X fuera igual a cero todo el tiempo. Sin embargo, también es posible que X
pueda tomar valores positivos y negativos muy grandes. Estamos interesados,
por tanto, no sélo en la media de una variable aleatoria, sino también en la
medida de la variacion de la variable aleatoria alrededor de su media. Sea X —
E[X] la desviacién de una variable aleatoria X respecto a su media, que puede
tomar valores positivos y negativos. Dado que solamente estamos interesados en
la magnitud de las variaciones, es conveniente trabajar con el cuadrado de la
desviacién, que es siempre positivo, D(X) = (X — E[X])?. La esperanza es una
constante, asi que lo denotaremos por mx = E[X]. La varianza de la variable
aleatoria X se define como la esperanza de D:

ok = VIX] = E[(X —mx)’]

S o) = Sk - px (o). (319)
rESX k=1

La desviacién tipica de la variable aleatoria X se define como:

ox = STD[X] = V[X]'/2. (3.19)
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Tomando la raiz cuadrada de la varianza obtenemos una cantidad con las mismas
unidades que X.
Una expresion alternativa para la varianza se obtiene como sigue:

V[X] = E[(X —mx)? = B[X? - 2mx X + m%]
E[X?] - 2mxE[X] +m%

= EB[X?] - m%. (3.20)

Se llama segundo momento de X a E[X?]. Se define el n-ésimo momento
de X como E[X™].

Las ecuaciones (3.17c), (3.17d), y (3.17e) implican las siguientes expresiones
para la varianza. Sea Y = X + ¢, entonces

VIX 4+ =E[(X +c— (E[X]+¢))?]
= E[(X — E[X])?] = V[X]. (3.21)

Sumar una constante a una variable aleatoria no afecta a la varianza. Sea

Z = cX, entonces:

VieX] = E[(cX — cE[X])?] = E[c*(X — E[X])?] = *V[X]. (3.22)

Multiplicar una variable aleatoria por una constante ¢ multiplica la varianza por
c? y la desviacién tipica por |c|.
Ahora sea X = ¢, una variable aleatoria constante, entonces

V[X] = E[(X —¢)?] = E[0] = 0. (3.23)

Una variable aleatoria constante tiene varianza cero.

Ejemplo 3.19 Tres lanzamientos de moneda

Sea X el nimero de caras en tres lanzamientos de una moneda equilibrada.
Calcula V[X].

Solucién
1 3 3 1
EX?=0<+ 125 +222 4 3= =
X7 8 * 8 * 8 + 8
V[X] = E[X?] —m% =3 — 1.5 = 0.75.

Recordemos que ésta es una variable aleatoria Binomial con n =3y p = 1/2.
Veremos mas tarde que la varianza de la variable aleatoria Binomial es npq.
Ejemplo 3.20 Varianza de variable aleatoria de Bernoulli

Calcula la varianza de la variable aleatoria de Bernoulli 4.

Solucién
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VIIa =p—p°=p(1—p) =pq. (3.24)

Ejemplo 3.21 Varianza de una variable aleatoria Geométrica
Calcula la varianza de la variable aleatoria Geométrica.

Solucién
Desarrollemos el término (1 — 2%)~! en la ecuacién (3.14) para obtener

ﬁ = Zk/’(k/’ - 1)£Ck_2.
k=0

Sea x = ¢ y multipliquemos ambos lados por pg para obtener:

2pq Nt -
m :quk(k— 1)qk ?
q k=0

=Y " k(k - 1)pg"~" = E[X?] - E[X].
k=0
Asi que el segundo momento es

2
P4 pixj=22, 2

BIXT] = (1—q)? P> p

y la varianza

Funcion de probabilidad condicionada

En muchas ocasiones disponemos de informacion parcial sobre una variable
aleatoria X o sobre el resultado del experimento aleatorio subyacente. Estamos
interesados en cémo esta informacion cambia la probabilidad de los sucesos re-
lacionados con la variable aleatoria. La funcién de probabilidad condicionada
aborda esta cuestién para variables aleatorias discretas.

Funcién de probabilidad condicionada

Sea X una variable aleatoria discreta con pmf px (z), y sea C un suceso que tie-
ne probabilidad no nula, P[C] > 0. Ver figura 3.7. La funcién de probabilidad
condicionada de X se define por la probabilidad condicionada:

px(z|C) = P[X =z|C], z€R. (3.25)
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X)) =x

Ay /‘——\

X Figura 3.7 pmf condicionada
de X dado el suceso C.

Aplicando la definicién de probabilidad condicionada se tiene:

PH{X =z} NC]

x(z|C) = PIC]

(3.26)
La expresién anterior tiene una interpretacién intuitiva: la probabilidad condi-
cionada del suceso {X =z} estd dada por las probabilidades de los elementos
¢ tal que X (¢) =z y € estdn en C, normalizada por P[C].

La pmf condicionada satisface las ecuaciones (3.4a) - (3.4¢). Consideremos la

ecuacién (3.4b). El conjunto de sucesos Ay = {X = 1} es una particién de S,
por lo que

c=Jrno),
k

Z px (zx]|C) = pr 24|C) = ZP{X—xk}ﬂC]

L ESX k

fmzk:P[AkﬁC]:mzl.

3
8

De forma similar podemos probar que:

P[X € BIC] =} px(x|C), Be€ Sx.
XeB

Ejemplo 3.22 Un reloj aleatorio

El minutero de un reloj se hace girar y el resultado ¢ es el minuto donde para
el minutero. Sea X la hora en que el minutero se detiene. Calcula la pmf de
X. Calcula la pmf condicionada de X dado que B = {4 primeras horas}; dado
D={1<¢<11}

Solucién

Asumamos que el minutero se detiene en todos los minutos del rango S =
{1,2,...,60} con la misma probabilidad, por lo que P[¢ = k] = 1/60 para k en
S. X toma valores en Sx = {1,2,...,12} y es facil demostrar que px(j) = 1/12
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para j en Sx. Puesto que B = {1,2,3,4}:

px(j|B) = P{X =j}nB| _ PIX € {j} n{l1,2,3,4}]

P[B] P[X € {1,2,3,4}]
_[HERE =G etz
0 J¢{1,2,3,4}.

El suceso B anterior esta relacionado con X solamente. El suceso D, sin em-
bargo, se expresa en términos de los resultados del experimento subyacente (es
decir, minutos, no horas), por lo que la probabilidad de la interseccién tiene que
ser expresado en consecuencia:

PX =j}nD]  Pl¢:X()=4¢e{2...,11}]

D) = =
px(1D) P[D] PlCef{2,... 11})]
Pl¢e{2,3,4,5}] _ 4 -
10/60 =10 J=1
PIee{6,789.10}] _ 5 . _ 9
10/60 =10 J=
Plee{11}] _ 1 -
10/60  — 10 J=3

La mayoria de las veces el suceso C' se define en términos de X, por ejemplo
C ={X > 10} o C = {a < X < b}. Para a; en Sx, tenemos el siguiente
resultado general:

px (zg) T
LeC
px(zx]C) =< POl 3.27
x (x| C) {0 x . (3.27)

La expresion anterior esta totalmente determinada por la pmf de X.

Ejemplo 3.23 Tiempos de espera residuales

Sea X el tiempo necesario para transmitir un mensaje, donde X es una va-
riable aleatoria Uniforme con Sx = {1,2,..., L}. Supongamos que un mensaje
estd siendo transmitido durante m unidades de tiempo, calcula la probabilidad
de que el tiempo de transmisién restante sea j unidades de tiempo.

Solucién
Tenemos que C'= {X > m}, de modo que m+1<m+ j < L:

. P[X =m +j]
px(m A jIX > m) = ==
1 1
“I-m I _m m+1<m+j< L. (3.28)

~

X tiene la misma probabilidad de tomar cualquiera de los otros I — m posibles
valores. Cuando m crece, 1/(L—m) crece implicando que el final de la transmisién
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del mensaje es cada vez mas probable.

Muchos experimentos aleatorios tiene una particién natural del espacio mues-
tral S mediante la unién de sucesos disjuntos By, Ba, ..., B,. Sea px(z|B;) la
pmf condicionada de X dado B;. El teorema de la probabilidad total nos permite
calcular la pmf de X en términos de las pmf condicionadas:

px(z) = ZPX($|Bi)P[Bi]- (3.29)

Ejemplo 3.24 Tiempo de vida de un dispositivo

Una linea de produccién produce dos tipos de dispositivos. Los dispositivos de
tipo 1 ocurren con probabilidad a y funciona durante un tiempo relativamente
corto que es geométricamente distribuido con parametro r. Los dispositivos de
tipo 2 funcionan durante mucho mas tiempo, ocurren con una probabilidad 1 — «
y tienen una vida util que es geométricamente distribuida con parametro s. Sea
X la vida 1til de un dispositivo al azar. Calcula la pmf de X.

Solucién

El experimento aleatorio que genera X consiste en seleccionar un tipo de dis-
positivo y observar su vida ttil. Podemos dividir el conjunto de los resultados
de este experimento en el suceso B, que consiste los resultados en los que el
dispositivo es de tipo 1, y Bs, que consiste en los resultados en que el dispositivo
es de tipo 2. La pmf condicionada de X dado el tipo de dispositivo es:

pxig (k) =1 —r)ftr k=12,

pxim (k) =1 —s)"'s k=12,...
Se obtiene la pmf de X usando la ecuacién (3.29):

px (k) = px (k| B1)P[B1] + px (k| B2) P|Bs]
=1-r""tra+1-s)""ts(1-a) k=1,2,...

Esperanza condicionada

Sea X una variable aleatoria discreta y supongamos que sabemos que el suceso
B ha ocurrido. La esperanza condicionada de X dado B se define como:

mxip = E[X|B] = Y apx(z|B) =Y axpx(zx|B) (3.30)
k

TESx
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donde se aplica el requisito de convergencia absoluta en la suma. La varianza
condicionada de X dado B se define como:

VIX|B] = E[(X — mxp)’|B] = ) _(xx — mx|p)*px (2| B)
k=1
= E[X?|B] — m% -

Obsérvese que la variacién se mide con respecto a mx g, no mx.

Sea Bi, Bo, ..., By, la particién de S y sea px (x| B;) la pmf condicionada de X
dado B;. La E[X] puede ser calculada a partir de las esperanzas condicionadas
E[X|B]:

E[X] =) E[X|Bi]P[Bi]. (3.31a)
i=1

Por el teorema de probabilidad total tenemos:

E[X]=) kpx(zi) =) k {pr(wlei)P[Bi]}
k k i=1

= Z {kax(wlez-)} P[B;] = ZE[X|Bi]P[Bi]7
i=1 (& i=1
donde expresamos primero pyx (zx) en términos de la pmf condicionada y luego
cambiamos el orden de los sumatorios. Utilizando el mismo enfoque también
podemos demostrar
Elg(X)] = > E[g(X)|Bi]P[B]. (3.31b)

i=1

Ejemplo 3.25 Tiempo de vida de un dispositivo
Calcula la media y la varianza de los dispositivos en el ejemplo 3.24.

Solucién
La media condicionada y el segundo momento de cada tipo de dispositivo son
los de una variable aleatoria Geométrica con el parametro correspondiente:

mxp, =1/r E[X?Bi]=1+r)/r?
mxip, = /s E[X?Bs] = (1+s)/s%
La media y el segundo momento de X son entonces:

my = mx|p,a+mx|p,(1 —a)=a/r+(1-a)/s
E[X? = E[X?|Bi]a+ E[X?|B](1 —a) = a(l +7)/r* + (1 — a)(1 + s)/s>

Por dltimo, la varianza de X es:

r2 52 r s
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Obsérvese que no usamos las varianzas condicionadas para calcular VY] por-
que la ecuacion (3.31b) no se aplica a las varianzas condicionadas. Sin embargo,
la ecuacion se aplica a los segundos momentos condicionados.

Variables aleatorias importantes

Algunas variables aleatorias aparecen en aplicaciones muy diversas y no re-
lacionadas. Esto se debe a que dichas variables aleatorias modelan mecanismos
fundamentales inherentes al comportamiento aleatorio. En esta seccién describi-
mos las variable aleatorias discretas mas importantes y discutimos como surgen y
la relacién entre ellas. La tabla 3.1 resume las propiedades basicas de las variables
aleatorias discretas aqui presentadas.

Las variables aleatorias discretas surgen mayoritariamente en aplicaciones de
conteo. Comenzamos con la variable aleatoria de Bernoulli como modelo para
un simple lanzamiento de moneda. Contando los resultados de multiples lanza-
mientos de moneda obtenemos las variables aleatorias binomial, geométrica y de
Poisson.

Variable aleatoria de Bernoulli

Sea A un suceso relacionado con el resultado de un experimento aleatorio. La
variable aleatoria de Bernouilli 14 (definida en el ejemplo 3.5), es igual a 1 si
sucede el evento A y 0 en caso contrario. [4 es una variable aleatoria ya que
asigna un numero a cada suceso de S. Es una variable aleatoria discreta con
rango = {0,1} y su pmf es

pr(0)=1-p vy pi(1)=p, (3.32)
donde P[A] = p.
En el ejemplo 3.10 calculamos la media de [4:
mp = E[IA] =Dp.

La media muestral de n experimentos de Bernouilli es simplemente la frecuencia
relativa de los éxitos y converge a p cuando n crece:

_ ONg(n) + 1Ni(n)

En el ejemplo 3.20 se calculd la varianza de I4:
of = VIIa] =p(1 —p) = pg.

La varianza es cuadratica en p, con valor cero en p = 0y p = 1 y méximo en
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Cuadro 3.1 Variables aleatorias discretas

Variable aleatoria de Bernoulli

Sx = {07 1}

pp=g=1-p pi=p 0<p<l1

EX]=p V[X]=p(1-p) Gx(2)=(q+p2)

La variable aleatoria de Bernouilli es el valor de la funcién indicadora I4 del suceso A;
X =1 si A sucede y 0, en otro caso.

Variable aleatoria binomial

Sx ={0,1,...,n}

DL = (Z)pk(l — p)"*lC k=0,1,...,n

EX]=np V[X]=np(1-p) Gx(z)=(q+p2)"

X es el ndmero de éxitos en n experimentos de Bernouilli y, por tanto, es la suma de
n variables aleatorias de Bernouilli independientes.

Variable aleatoria geométrica

Sx =4{1,2,...}

pr=p(1—-p)* ' k=1,2,...

EIX]=1 VIX]=12 Gx(2) = 2

X es el nimero de intentos de Bernouilli independientes hasta el primer éxito.

La variable aleatoria Geométrica es la unica variable aleatoria discreta con la propiedad

de no tener memoria.

Variable aleatoria binomial negativa

Sx ={r,r+1,...} donde r es un nimero entero positivo
pe="CDpA-pF " k=rr+1,...

r—1

ElX] =2 V[X]="02 Gx(z)= (lg—zz

X es el nimero de intentos de Bernouilli independientes hasta el r-ésimo éxito.

Variable aleatoria de Poisson

Sx ={0,1,2,...}

P = “k—’fe’a k=0,1,...ya>0

EX]=a V[X]=a Gx(z)=e"1

X es el nimero de sucesos que ocurren en una unidad de tiempo cuando el tiempo
entre sucesos se distribuye exponencialmente con media 1/c.

Variable aleatoria uniforme

Sx ={1,2,...,L}

=71 k=12,...,L
2 2 —ZL

BIX] = 41 VIX] = 5 Gx(e) = 31

En la variable aleatoria Uniforme los elementos son equiprobables.

p = 1/2. Esto concuerda con la intuicién ya que los valores de p cercanos a 0
o a 1 implican una preponderancia de éxitos o fracasos y, por lo tanto, menos
variabilidad en los valores observados. La variabilidad maxima se produce cuando
p = 1/2 que corresponde al caso en el que es mds dificil predecir.
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Figura 3.8 Funcién de probabilidad de la variable aleatoria Binomial (a) p = 0.2; (b)
p=0.5.

Cada experimento de Bernoulli, independientemente de la definicién de A, es
equivalente al lanzamiento de una moneda no equilibrada con probabilidad de
caras p. En este sentido, lanzar una moneda puede ser visto como representativo
de un mecanismo fundamental para generar aleatoriedad y la variable aleatoria
de Bernoulli es el modelo asociado con él.

Variable aleatoria Binomial

Supongamos que un experimento aleatorio se repite n veces de forma indepen-
diente. Sea X el nimero de veces que un suceso determinado A ocurre en esos n
intentos. X es una variable aleatoria de rango Sx = {0,1,...,n}. Por ejemplo,
X puede ser el niimero de caras en n lanzamientos de una moneda. Sea [; la
funcién indicadora del suceso A en el lanzamiento j, entonces

X=h+L+- - +1I,

esto es, X es la suma de las variables aleatorias de Bernouilli asociadas con cada
uno de los n intentos independientes.
En la Seccién 2.5, vimos que la probabilidad de X depende en n y p:

PIX = k] = px (k) = (Z)pk(l —p)"F k=0,1,...,n. (3.33)

X es denominada variable aleatoria Binomial. La Figura 3.8 muestra la pdf
de X paran =24y p=0.2y p = 0.5. Cabe destacar que P[X = k] alcanza el
méaximo en knyax = [(n+ 1)p] donde [z] representa al mayor entero menor o igual
que z. Cuando (n + 1)p es entero, entonces el méximo se alcanza en kpax v en
kmax — 1.

La variable aleatoria Binomial surge en aplicaciones donde hay dos clases de
objetos (por ejemplo, caras/cruces, bits correctos/incorrectos, productos correc-
tos/defectuosos) y estamos interesados en el nimero de objetos de tipo 1 en un
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lote de n objetos seleccionados al azar, donde la clase de cada objeto es inde-
pendiente de la clase de los demas objetos del lote. Vimos ejemplos de variables
aleatorias binomiales en la seccién 2.5.

Ejemplo 3.26 Media de un variable aleatoria Binomial
La esperanza de X es:

E[X] = ;kpx(k) = kZQk(;L)pk(l 7p)n7k; _ ]; kkl(+ik)'pk(1 7p)nfk
2 n—1)! 1 .
- "p; (k —(1)!(71)— LA,
— Y (n(nll);),pj(l —p)" T =np, (3.34)
=0 :

donde la primera linea use el hecho de que el término para k = 0 en el sumatorio
es 0, en la segunda linea se elimina los factores k y np fuera del sumatorio y la
dltima linea usa el hecho de que el sumatorio es igual a 1 ya que suma todos los
términos de una pmf binomial de pardmetros n — 1 y p.

La esperanza F[X] = np concuerda con nuestra intuicién ya que esperamos
una fraccién p de los resultados que sean éxitos.

Ejemplo 3.27 Varianza de la variable aleatoria Binomial
Para calcular E[X?], eliminamos el término k& = 0 y hacemos k¥’ = k — 1:

B =2 kaz!(nni gt (P =) kg 1)7!1(!71 g e
k=0 k=1

n—1
n—1 ’ a1
—np » (k’+1)( " )p’“ (1—p) "
k=0

n—1 n—1

n—1 ’ ne1— n—1 ’ n—1—k

np{zk’< " >p’“(1p) ! k+zl< " )pk(lp) ' k}
k'=0 k'=0

=np{(n —1)p+ 1} = np(np + q).

En la tercera linea vemos que la primera suma es la media de una variable
aleatoria Binomial con pardmetros (n — 1) y p y entonces es igual a (n — 1)p.
El segundo sumatorio es la suma de las probabilidades binomiales y, por tanto,
iguala a 1.

Obtenemos la varianza como sigue:

0% = E[X?] - E[X]?> = np(np + q) — (np)* = npq = np(1 — p).

Vemos que la varianza de la binomial es n veces la varianza de la variable aleatoria
de Bernoulli. Observamos que aquellos valores de p cercanos a 0 o a 1 implican
una varianza menor y que la maxima variabilidad se alcanza cuando p = 1/2.
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Variables aleatorias discretas

Ejemplo 3.28 Sistemas redundantes

Un sistema usa redundancia triple en aras de su fiabilidad: se instala tres
microprocesadores y el sistema estd disenado de forma que estd operativo siempre
que alguno de los procesadores funcione. Supongamos que la probabilidad de que
un microprocesador esté activo después de t segundos es p = e~ . Calcula la
probabilidad de que el sistema esté operativo después de t segundos.

Solucién
Sea X el nimero de microprocesadores que funcionan en el tiempo ¢t. X es una
variable aleatoria Binomial con parametros n = 3 y p. Entonces:

PIX>1=1-P[X=0=1—(1—e )3

Variable aleatoria Geométrica

La variable aleatoria Geométrica se obtiene contando el nimero M de experi-
mentos independientes de Bernouilli hasta obtener el primer éxito. M es deno-
minada variable aleatoria Geométrica y toma valores en el conjunto {1,2,...}.
En la Seccién 2.5, dedujimos que la pmf de M viene dada por

PIM =k =puk)=0-p)*p k=1,2,..., (3.35)

donde p = P[A] es la probabilidad de “éxito” en cada intento (experimento de

Bernouilli). La Figura 3.5(b) muestra la pmf geométrica para p = 1/2. Nitese que

P[M = k] decae geométricamente con k y que el ratio de términos consecutivos

es pym(k+1)/pam(k) = (1 — p) = ¢q. Cuando p crece, la pmf decae més répido.
La probabilidad de que M < k se puede escribir de forma cerrada:

k k—1
- ) 1 — q]C
P[Mgk;]:zpqalzpzqa:pli =1-¢". (3.36)
i=1 i'=0 4
A veces, estaremos interesados en M’ = M — 1, el ntimero de “fracasos”

hasta el primer éxito. M’ también es considerada como una variable aleatoria
Geométrica. Su pmf es:

PIM' =k =PM=k+1]=(1-p)fp k=0,1,2,... (3.37)

En los ejemplos 3.14 y 3.21, calculamos la media y la varianza de la variable
aleatoria Geométrica:

1
mar = B[M] = 1/p VM) = —E.

Vemos que la media y la varianza aumentan cuando p, la probabilidad de éxito,
decrece.
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La variable aleatoria Geométrica es la unica variable aleatoria discreta que
satisface la propiedad de no tener memoria:

P[M > k+j|M > j]=P[M >k Vjk>1.

La expresion de arriba establece que si no ha ocurrido ningin éxito en los pri-
meros j intentos, entonces la probabilidad de tener que probar otras k veces es
la misma que la probabilidad de necesitar inicialmente al menos k intentos hasta
conseguir el primer éxito. Esto implica que cada vez que ocurre un fracaso, el
sistema “olvida” y comienza de nuevo, como si el proximo fuera el primer intento.

La variable aleatoria Geométrica surge en aplicaciones en las que uno esta in-
teresado en el tiempo (es decir, el nimero de intentos) que transcurre entre
sucesos en una secuencia infinita de experimentos, como en los Ejemplos 2.11 y
2.34. Algunos ejemplos en los que la variable aleatoria Geométrica modificada
M’ surge son: el nimero de clientes en espera en un sistemas de colas de espera;
el numero de puntos blancos entre sucesivos puntos negros en un documento
digitalizado en blanco y negro.

Variable aleatoria de Poisson

En muchas aplicaciones estamos interesados en contar el nimero de veces que
ocurre un suceso en un periodo de tiempo concreto o en una regién del espacio
determinada. La variable aleatoria de Poisson surge en situaciones donde los
sucesos ocurren “de forma completamente aleatoria” en el tiempo o en el espacio.
Por ejemplo, la variable aleatoria de Poisson aparece en el computo de emisiones
de sustancias radioactivas, en el conteo de demandas de conexion telefénica y en
el recuento de defectos de un chip semiconductor.

La pmf de la variable aleatoria de Poisson viene dada por

k

PIN = k] = py(k) = %e—a k=0,1,2,..., (3.38)

donde a es la media del niimero de veces que ocurre un suceso en un determinado
intervalo de tiempo o region del espacio. La figura 3.9 muestra la pmf de Poisson
para varios valores de . Para o < 1, P[N = k] alcanza el mdximo en k = 0;
para o > 1, P[N = k] llega a su mdximo con k =ay k=« — 1.

La pmf de la variable aleatoria de Poisson suma 1, ya que

k 0k
a® _ @ _
—eo‘:eo‘g — =e % =1,
k! k!

k=0

utilizando el hecho de que la suma infinita del segundo término de la igualdad

oo

k=0

es el desarrollo en serie de e®.
Resulta facil demostrar que la media y la varianza de una variable aleatoria
de Poisson son:

E[N]=a o% =V|[N]=a.
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Figura 3.9 Funcién de probabilidad de la variable aleatoria de Poisson (a) oo = 0.75;
b)) a=3,(c)a=9.

Ejemplo 3.29 Peticiones en un Call Center

El ntmero N de peticiones que llegan a un Call Center en ¢ segundos es una
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variable aleatoria de Poisson con « = At donde A es la tasa media de llegadas
de las consultas por segundo. Supongamos que la tasa de llegada es de cuatro
consultas por minuto. Calcula la probabilidad de los siguientes sucesos: (a) mas
de 4 consultas en 10 segundos, (b) menos de 5 consultas en 2 minutos.

Solucién

La tasa de llegadas de las consultas por segundo es A = 4 peticiones/60 s =
1/15 consultas/s. En la parte a, el intervalo de tiempo es de 10 segundos, asf que
tenemos una variable aleatoria de Poisson con o = (1/15 consultas/s)(10s) =
10/15 consultas. La probabilidad de interés se evaliia numéricamente:

PIN>4=1-P[N<4]=1-> %—?)ke—% = 6.33(107%).
- !

4

(=)

En la parte b, el intervalo de tiempo de interés es t = 120 segundos, por lo que
a =1/15% 120 segundos = 8. La probabilidad de interés es la siguiente:

P[N < 5] = 25: @6*8 = 0.10.
k=0

Ejemplo 3.30 Llegadas a un multiplexor de paquetes

El nimero N de llegadas de paquetes en t segundos en un multiplexor es una
variable aleatoria de Poisson con o = At donde X es la tasa media de llegada de
paquetes por segundo. Calcula la probabilidad de que no lleguen paquetes en ¢
segundos.

Solucién

a® At
P[N:O]:ae =et.

Esta ecuacién tiene una interpretacion interesante. Sea Z el tiempo hasta la
llegada del primer paquete. Supongamos que nos preguntamos, “;Cudl es la
probabilidad de que X > t, es decir, la préxima llegada no se produzca hasta,
por lo menos, dentro de t segundos?” Nétese que {N = 0} implica que {Z > t}
y viceversa, por lo que P[Z > t] = e~*'. La probabilidad de ninguna llegada
disminuye exponencialmente con t.

Obsérvese que también podemos demostrar que

P[N(t)>n]=1—-P[N(t) <n]=1-— nz_: (A]:')ke*“.
k=0 ’

Una de las aplicaciones de la distribucién de Poisson (ecuacién (3.38)) es apro-
ximar la distribucién binomial cuando p es muy pequeno y n muy grande, esto
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es, cuando el suceso A de interés es muy raro pero el nimero de intentos es muy
grande. Demostramos que si & = np es fijo, entonces cuando n se hace grande:

k
n k n—k « —a
= 1-— ~ — =0.1,... .
Dk (k)p( ) e k=0,1, (3.39)

La aproximacion de la ecuacién (3.39) se obtiene tomando el limite cuando n —
oo en la expresion para py, manteniendo o = np fijo. Primero, consideremos que
la probabilidad de que no ocurra ningun éxito en n intentos:

@

po=(1-p"= (1 - —) — e~ “ cuando n — oo, (3.40)
n

donde el limite en la ultima expresion es un resultado conocido del célculo. El
resto de probabilidades se obtienen teniendo en cuenta que

De+1 _ (kil)pk-’_lqn_k_l _ kl(n—k)lp
P (t)ptan* (k+Dln—k—1)lg
(n—kp  (1—k/n)a

(k+1)g (K+1)(1-a/n)

@
— cuando n — oco.
k+1
Entonces las probabilidades limite satisfacen que
k
@ @ @ Q@ @
_ — =) (2 = —¢ @ 3.41
Pk+1 k+1pk (kJrl) (k:) (1)P0 € ( )

Entonces, la pmf de Poisson es el limite de la pmf binomial cuando el nimero
de intentos de Bernouilli n se hace muy grande y la probabilidad de éxito p se
mantiene pequena, tal que o = np.

Ejemplo 3.31 Errores en una transmisién éptica

Un sistema de comunicacién éptica transmite la informacién a una velocidad
de 10 bits /segundo. La probabilidad de error en un bit en el sistema de comu-
nicacién 6ptica es de 1077, Calcula la probabilidad de cinco o més errores en 1
segundo.

Solucién

Cada transmisién de bits corresponde a un ensayo de Bernoulli donde “éxito”
corresponde a un error en un bit en la transmisién. La probabilidad de k errores
en n = 107 transmisiones (1 segundo) es entonces dada por la probabilidad
binomial con n = 10° y p = 107°. La aproximacién de Poisson utiliza que
a=np=10107%) = 1. Asf

Oék
EG
1

—Q

NE

P[N>5=1-P[N<5/=1-

B
Il

0

=1-¢141 1,1 1 = 0.00366
=1-—ce¢ +ﬁ+5+§+ﬂ =0. .
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|_ Figura 3.10 Sucesos que
i fi g L. - o, ocurren en n subintervalos de
]

' [0, 7.

La variable aleatoria de Poisson aparece de manera natural en muchas situa-
ciones fisicas porque muchas modelos son muy grandes en escala e involucran
sucesos muy raros. Por ejemplo, la pmf de Poisson proporciona una prediccién
precisa de la frecuencia relativa del nimero de particulas emitidas por una masa
radioactiva durante un periodo de tiempo fijo. Esta correspondencia puede ex-
plicarse como sigue. Una masa radioactiva se compone de un gran nimero de
atomos, n. En un intervalo de tiempo fijado, cada dtomo posee una probabili-
dad muy pequena p de desintegracion y emisiéon de una particula radioactiva. Si
los d4tomos se desintegran independientemente de los deméas dtomos, entonces el
nimero de emisiones en un intervalo de tiempo puede verse como el nimero de
éxitos en n intentos. Por ejemplo, un microgramo de radio contiene aproximada-
mente n = 10'® 4tomos y la probabilidad de que uno de esos 4tomos se desintegre
durante un milisegundo de tiempo es p = 10715, Entonces, serfa insuficiente afir-
mar que se cumple las condiciones para la aproximacién de la Ecuacién (3.39):
n es tan grande y p es tan pequeno que podemos argumentar que haciendo el
limite n — oo se obtiene que el nimero de emisiones es exactamente una variable
aleatoria de Poisson.

La variable aleatoria de Poisson también surge en situaciones en las que po-
demos imaginar una secuencia de experimentos de Bernoulli en el tiempo o en
el espacio. Supongamos que contamos el nimero de veces que ocurre un suceso
en un intervalo de tiempo de T segundos. Dividamos el intervalo en un ntmero
muy grande n de subintervalos, como se muestra en la Figura 3.10. Una pulsacién
en uno de los subintervalos indica que el suceso ha ocurrido. Cada subinterva-
lo puede verse como un experimento de Bernoulli si se verifican las siguientes
condiciones: (1) Puede ocurrir a lo sumo un suceso en un subintervalo, esto es,
la probabilidad de que ocurra mas de un suceso es despreciable; (2) los resulta-
dos en diferentes subintervalos son independientes; y (3) la probabilidad de que
ocurra un suceso en un subintervalo es p = «/n, donde « es el nimero medio
de sucesos observados en un intervalo de 1 segundo. El nimero de sucesos N
en un segundo es una variable aleatoria Binomial de pardmetros n y p = a/n.
Entonces, cuando n — oo, N se convierte en una variable aleatoria de Poisson
de pardmetro A = a/T. En el Capitulo 8 desarrollamos este resultado al tratar
el proceso de Poisson.



110

355

Problemas

Variables aleatorias_discretas

La variable aleatoria Uniforme

La variable aleatoria Uniforme discreta Y toma valores en un conjunto de
nimeros enteros consecutivos Sy = {j +1,...,j 4+ L} con igual probabilidad:

1
py(k):zparakG{j+1,...,j+L}. (3.42)

Esta variable aleatoria se produce cuando los resultados son igualmente proba-
bles, por ejemplo, el lanzamiento de una moneda o un dado, el giro de una flecha
en una rueda dividida en segmentos iguales, la seleccion de nimeros desde una
urna. Es facil demostrar que la media y la varianza son las siguientes:

L+1 _Lr-1

E[Y]:jJrT V(Y] D

Ejemplo 3.32 Variable aleatoria uniforme discreta en el intervalo uni-
tario

Sea X una variable aleatoria Uniforme en Sx = {0,1,..., L — 1}. Definimos
la variable aleatoria Uniforme discreta en el intervalo unitario como

X 1 2 3 1
Uf&SlSU{O,Z,Z,Z,...,lz}.
U tiene pmf:

k 1
—|l== k=0,2,...,L—1.
pU(L) i3 IR )

La pmf de U pone igual masa de probabilidad 1/L en puntos equidistantes
x = k/L en el intervalo unitario. La probabilidad de un subintervalo del inter-
valo unitario es igual al niimero de puntos en el subintervalo multiplicada por
1/L. Como L es muy grande, esta probabilidad es esencialmente la longitud del
subintervalo.

3.1 Sea X el nimero méximo de caras obtenidas cuando Carlos y Miguel lanzan

una moneda al aire dos veces.

(a) Describe el espacio S subyacente a este experimento aleatorio y especifica
las probabilidades de sus elementos.

(b) Muestra la asignacién de S a Sx, el rango de X.

(c) Calcula las probabilidades de los distintos valores de X.

3.2 Una urna contiene 9 billetes de 5 euros y un billete de 50 euros. Sea X la
cantidad total resultante de extraer dos billetes de la urna sin reemplazamiento.
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(a) Describe el espacio muestral S subyacente de este experimento aleatorio y
especifica las probabilidades de sus sucesos elementales.

(b) Muestra la asignacién de S a Sx, el rango de X.

(c) Calcula las probabilidades de los distintos valores de X.

(d) Repite el ejercicio considerando extracciones con reemplazamiento.

3.3 Se necesita una contrasena de m bits para acceder a un sistema. Un hacker
trabaja sistematicamente utilizando todos los posibles patrones de m bits. Sea
X el nimero de patrones de prueba hasta que encuentra la contrasena correcta.
(a) Describe el espacio muestral S.

(b) Muestra la asignacién de S a Sx, el rango de X.

(¢) Calcula las probabilidades de los distintos valores de X.

3.4 Sea X el maximo de caras de los lanzamientos de la moneda en el problema

3.1

(a) Compara la pmf de X con la pmf de Y, el ntimero de caras en dos lanza-
mientos de una moneda. Explica la diferencia.

(b) Supongamos que Carlos utiliza una moneda con una probabilidad de cara
p = 3/4. Calcula la pmf de X.

3.5 Un equipo reserva un path en una red durante 10 minutos. Para ampliar
la reserva con éxito, el ordenador debe enviar un mensaje de “actualizacién”
antes del tiempo de caducidad. Sin embargo, los mensajes se pierden con una
probabilidad de 1/2. Supongamos que se necesita 10 segundos para enviar una
peticion de actualizacion y recibir un acuse de recibo. ;Cuando debe empezar la
computadora a enviar mensajes de actualizacién con el fin de tener un 99 % de
probabilidad de éxito en la ampliacién del tiempo de reserva?

3.6 En el problema 3.4, compara E[Y] con E[X] donde X es el maximo de
lanzamientos de la moneda. Compara V[Y] con V[X].

3.7 Considera la paradoja de San Petersburgo en el ejemplo 3.15. Supongamos
que el casino cuenta con un total de M = 2" euros, por lo que sélo puede
permitirse un nimero limitado de lanzamientos de la moneda.

(a) ;Cudntos lanzamientos puede permitirse el casino?

(b) Halla el beneficio esperado para el jugador.

(¢) (Cudnto debe estar dispuesto a pagar un jugador para jugar a este juego?

3.8 En el problema 3.4,

(a) Calcula la pmf condicionada de X, el maximo de lanzamientos de la moneda,
dado que X > 0.

(b) Calcula la pmf condicionada de X dado que Miguel saca una cara en dos
lanzamientos.
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(¢) Calcula la pmf condicionada de X dado que Miguel saca una cara en el
primer lanzamiento.

(d) En el apartado b), calcula la probabilidad de que Carlos consiga el méximo
puesto que X = 2.

3.9 En el problema 3.2,

(a) Calcula la pmf condicionada de X dado que la primera extraccién fue de k
euros.

(b) Calcula la esperanza condicionada correspondiente a la parte a).

(¢) Calcula E[X], utilizando el resultado de la parte b).

(d) Calcula E[X?] y V[X], utilizando el enfoque de las partes b) y c).

3.10 Se selecciona aleatoriamente 8 niimeros del intervalo unidad.

(a) Calcula la probabilidad de que los primeros cuatro niimeros sean menores
que 0.25 y los cuatro ultimos mayores que 0.25.

(b) Calcula la probabilidad de que cuatro nimeros sean menores que 0.25 y otros
cuatro sean mayores que 0.25.

(c) Calcula la probabilidad de que los primeros tres niimeros sean menores que
0.25, los dos siguientes estén entre 0.25 y 0.75 y los tres ultimos sean ma-
yores que 0.75.

(d) Calcula la probabilidad de que tres ntimeros sean menores que 0.25, otros
dos estén entre 0.25 y 0.75 y otros tres sean mayores que 0.75.

(e) Calcula la probabilidad de que los primeros cuatro niimeros sean menores
que 0.25 y los cuatro ultimos sean mayores que 0.75.

(f) Calcula la probabilidad de que cuatro nimeros sean menores que 0.25 y otros
cuatro sean mayores que 0.75.

3.11 Un reproductor de audio utiliza un disco duro de baja calidad. El coste
inicial para construir el reproductor es de 50 euros. El disco duro falla después de
cada mes de uso con probabilidad 1/2. El coste de reparar el disco duro es de 20
euros. Si se ofrece una garantia de un ano, jcuanto debe cobrar el fabricante para
que la probabilidad de perder dinero con un reproductor sea del 1% o menos?
;,Cudl es el coste medio por reproductor?

3.12 El numero de peticiones esperando a ser procesadas es una variable alea-
toria de Poisson con pardmetro o = A/nu, donde A es el ntmero medio de
peticiones que llegan en un dia, p es el nimero de peticiones que pueden ser
procesadas por un empleado en un dia y n es el nimero de empleados. Sea A = 5
y p = 1. Calcula el nimero de empleados necesarios para que la probabilidad
de que haya més de cuatro peticiones en espera sea menor del 10 %. ;Cudl es la
probabilidad de que no haya peticiones en espera?

3.13 El ntmero de peticiones de paginas que llegan a un servidor web es una
variable aleatoria de Poisson con una media de 6000 peticiones por minuto.
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(a) Calcula la probabilidad de que no haya peticiones en un periodo de 100 ms.
(b) Calcula la probabilidad de que haya entre 5 y 10 peticiones en un periodo
de 100 ms.

3.14 Un sistema de comunicaciones binario tiene una probabilidad de error en

un bit de 1075, Supongamos que las transmisiones ocurren en bloques de 10000

bits. Sea N el nimero de errores introducidos por el canal en un bloque de

transmision.

(a) Calcula P[N =0]y P[N < 3].

(b) (Para qué valor de p va a ser la probabilidad de 1 o mds errores en un bloque
ser del 99 %?

3.15 X se distribuye uniformemente en el conjunto {—3,....3.4}.
(a) Calcula la media y la varianza de X.

(b) Calcula la media y la varianza de Y = —2X? + 3.

(c) Calcula la media y la varianza de W = cos(wX/8).

(d) Calcula la media y la varianza de Z = cos?(7X/8).

3.16 La proporcién de productos defectuosos en una linea de produccién es p.
Cada producto se somete a una prueba que identifica correctamente los productos
defectuosos con probabilidad a.

(a) Asumiendo que los productos no defectuosos siempre pasan el test, jcudl es
la probabilidad de que tengamos que realizar la prueba a k productos hasta
que encontremos un producto defectuoso?

(b) Suponiendo que los productos defectuosos se retiren, ;qué proporcién de los
productos restantes son defectuosos?

(¢) Ahora supongamos que los productos no defectuosos son identificados como
defectuosos con probabilidad b. Repite el apartado b).

3.17 Un sistema de transmision de datos utiliza mensajes de T segundos de du-
racién. Después de cada transmisién, el transmisor se para y espera la respuesta
del receptor durante T' segundos. El receptor response inmediatamente con un
mensaje indicando que el mensaje se recibié de forma correcta. El transmisor
procede a enviar un mensaje nuevo si recibe una respuesta en menos de 7' segun-
dos; en otro caso, retransmite el anterior mensaje de nuevo. Supongamos que los
mensajes pueden volverse completamente ilegibles mientras que se transmiten
y que esto ocurre con una probabilidad p. Calcula la tasa méaxima posible de
mensajes se pueden transmitir con éxito desde el emisor al receptor.

3.18 Un inspector selecciona cada n-ésimo producto en una linea de produccién
para una inspeccion detallada. Supongamos que el tiempo entre llegadas de pro-
ductos es una variable aleatoria Exponencial con media 1 minuto y supongamos
que se tarda 2 minutos en inspeccionar un elemento. Calcula el minimo valor de
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n tal que, con una probabilidad del 90 % o més, la inspeccién se haya completado
antes de la llegada del siguiente producto que requiere una inspeccion.

3.19 El ntimero X de fotones contados por un receptor en un sistema de comu-

nicacién optico es una variable aleatoria de Poisson con tasa A; en presencia de

una senal y es una variable aleatoria de Poisson con tasa A\g < A\; cuando no hay
senales presentes. Supongamos que la presencia de una senal tiene probabilidad

p.

(a) Calcula P[senal | X = k] y P[no senal | X = k.

(b) El receptor utiliza la siguiente regla de decisién: Si Plsenal |[X = k] >
Plno senal |X = k], decide que hay senal; en otro caso, decide ausencia
de senal. Demuestra que esta regla de decision lleva a la siguiente regla de
umbral: Si X > T, decide que hay senal; en otro caso, decide que mo la
hay.

(¢) (Cudl es la probabilidad de error para la regla de decisién del apartado
anterior?

3.20 Una fuente de informacién binaria (e.g., un escéner de documentos) genera
cadenas muy largas de ceros seguidos de unos ocasionales. Supongamos que los
sfmbolos son independientes y que p = P[simbolo = 0] es muy cercana a uno.
Considera el siguiente esquema para codificar la secuencia X de ceros entre dos
unos consecutivos:
(a) Si X = n, expresa n como un multiplo de un nimero entero M = 2™ y un
resto r, esto es, calcula k y r tal que n = kM +r, donde 0 < r < M — 1;
(b) La palabra de c6digo binario para n, entonces, consiste de un prefijo que
consiste en k ceros seguido de un 1 y un sufijo que consiste en la represen-
tacion de m bits del resto r. El decodificador puede deducir el valor de n
de esta cadena binaria.
(i) Calcula la probabilidad de que el prefijo tenga k ceros, en el supuesto
de que pM =1/2.
(ii) Calcula la longitud media de palabra de cédigo cuando p = 1/2.
(iii) Calcula la relacién de compresién, que se define como el cociente entre
la longitud media entre la longitud media de palabra de cédigo cuando
pM =1/2.
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En el capitulo 3 introdujimos el concepto de variable aleatoria y se desarrolla-
ron métodos para el calculo de probabilidades y medias para el caso de que la
variable aleatoria es discreta. En este capitulo se examina el caso general, donde
la variable aleatoria puede ser discreta, continua o de tipo mixto. Presentamos
la funcién de distribucién que se utiliza en la definicién formal de una variable
aleatoria, y que se puede definir para los tres tipos de variables aleatorias. Tam-
bién presentamos la funcién de densidad de variables aleatorias continuas. La
probabilidad de sucesos relacionados con una variable aleatoria se puede expre-
sar la integral de la funcion de densidad. La esperanza de las variables aleatorias
continuas también se define y se relaciona con nuestra nocion intuitiva de la
media. Desarrollamos una serie de métodos para el calculo de probabilidades y
medias que son las herramientas basicas en el andlisis y diseno de sistemas con
componentes estocdsticos.

La funcion de distribucion

La funcién de probabilidad de una variable aleatoria discreta se define en
términos de sucesos de la forma {X = b}. La funcién de distribucién es un
enfoque alternativo que utiliza sucesos de la forma {X < b}. La funcién de
distribucién tiene la ventaja de que no se limita a variables aleatorias discretas y
se aplica a todos los tipos de variables aleatorias. Comenzamos con una definicién
formal de variable aleatoria.

DEFINICION 4.1 Consideremos un experimento aleatorio con espacio muestral
Sy clase de sucesos F. Una variable aleatoria X es una funcién desde el espacio
muestral S a R con la propiedad de que el conjunto A, = {¢ : X({) < b} € F
para cada b € R.

La definicién requiere simplemente que cada conjunto A; tenga una proba-
bilidad bien definida en el experimento aleatorio subyacente y esto no es un
problema en los casos que vamos a considerar. ;Por qué esta definicién utiliza
conjuntos de la forma {¢ : X(¢) < b} y no {¢: X(¢) = 2}? Veremos que todos
los sucesos de interés en la recta real se pueden expresar en términos de conjuntos

de la forma {¢ : X(¢) < b}.
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La funcién de distribucién (cdf) de una variable aleatoria X se define como
la probabilidad del suceso {X < x}:

Fx(x) = P[X <a] para —oo <z < +00, (4.1)

esto es, la probabilidad de que la variable aleatoria X tome un valor en el intervalo
(—o0, z]. En términos del espacio muestral subyacente, la cdf es la probabilidad
del evento {¢ : X(¢) < z}. El suceso {X < z} y su probabilidad varian con z.
En otras palabras, Fx(x) es una funcién de la variable x.

La cdf es simplemente una forma conveniente de especificar la probabilidad de
todos los intervalos semi-infinitos de la recta real de la forma (—oo, z]. Cuando
tratamos con nimeros, los eventos de interés son los intervalos de la recta real y
sus complementarios, sus uniones e intersecciones. Mostramos més adelante que
las probabilidades de todos estos eventos se pueden expresar en términos de la
cdf.

La cdf tiene la siguiente interpretacion en términos de la frecuencia relativa.
Supongamos que el experimento que arroja el resultado ¢, y por tanto X(¢),
se realiza un nimero elevado de veces. Fx(b) es la proporcién de veces que
X(Q) <o

Antes de enunciar las propiedades generales de la cdf, presentamos ejemplos
de los tres tipos de variables aleatorias.

Ejemplo 4.1 Tres lanzamientos de una moneda

La figura 4.1(a) muestra la cdf de X, el ndmero de caras en tres lanzamientos
de una moneda equilibrada. A partir del ejemplo 3.1 sabemos que X toma sdlo
los valores 0, 1, 2 y 3 con probabilidades 1/8,3/8,3/8 y 1/8, respectivamente,
asi que Fx(z) es simplemente la suma de las probabilidades de los resultados
de {0,1,2,3} que son menores o iguales a . La cdf resultante es una funcién
definida a trozos no decreciente que crece desde 0 a 1. La cdf tiene saltos en los
puntos 0,1, 2,3 de magnitud1/8,3/8,3/8 y 1/8, respectivamente.

Miremos més de cerca una de estas discontinuidades, por ejemplo, en las cer-
canias de x = 1. Para § positivo y pequeno, tenemos

Fx(1—-10)=P[X <1-4] = P{0 caras} = é

asi que el limite de la cdf cuando x se aproxima a 1 por la izquierda es 1/8. Sin
embargo,

Fx(1)=P[X <1]=P[0o 1caras]| =
y, ademads, el limite por la derecha es

FX(1+5):P[X§1+5]:P[001caras]:%.
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Fylx) -— fylx)

Figura 4.1 cdf (a) y pdf (b)
de una variable aleatoria
discreta.

Asi, la funcién de distribucién es continua por la derecha e igual a 1/2 en el
punto x = 1. De hecho, observamos que la magnitud del salto en el punto z =1
esiguala P[X =1] =1/2—1/8 = 3/8. A partir de ahora vamos a utilizar puntos
en la grafica para indicar el valor de la funcién de distribucién en los puntos de
discontinuidad.

La cdf se puede escribir de forma compacta en términos de la funcién escalén

u(z) = {O r=0 (4.2)

1 =>0.

unitario:

entonces

Fx(z) = éu(m) + gu(x -1+ gu(x -2)+ éu(m -3).

Ejemplo 4.2 Variable aleatoria uniforme en el intervalo unitario

Gira una flecha conectada al centro de un tablero circular. Sea 6 el angulo final
de la flecha, donde 0 < 6 < 27. La probabilidad de que 6 caiga en un subintervalo
de (0, 27| es proporcional a la longitud del subintervalo. La variable aleatoria X
se define por X (0) = 0/2x. Calcula la cdf de X:

Solucién
A medida que aumenta 6 de 0 a 2w, X aumenta de 0 a 1. Ningin resultado 6
conduce a un valor x < 0, por lo que

Fx(z) = P[X < x] = P[] = 0 para z < 0.
Para 0 < z <1, {X <} se produce cuando {# < 27z} entonces
Fx(z) =P X <z|=P[{0 <2ma}]=2mz/2r =2 0<z<1. (4.3)

Por dltimo, para x > 1, todos los resultados 6 llevan a {X(0) < 1 < z}, por lo
tanto:

Fx(zr)=PX <z]|=P0<f<27]=1 z>1.

Decimos que X es una variable aleatoria Uniforme en el intervalo unitario. La
figura 4.2(a) muestra la funcién de distribucién de la variable aleatoria Uniforme
general X. Vemos que Fx(z) es una funcién continua no decreciente que crece
desde 0 hasta 1 cuando = cambia desde su valor minimo a su valor maximo.
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Figura 4.2 cdf (a) y pdf (b) de una variable aleatoria continua.

Ejemplo 4.3 El tiempo de espera X de un cliente en una parada de taxis es
cero si el cliente encuentra un taxi estacionado en la parada y es una longitud de
tiempo uniformemente distribuida en el intervalo [0, 1] (en horas) si no encuentra
un taxi a su llegada. La probabilidad de que un taxi se encuentre en la parada
cuando el cliente llega es p. Calcula la cdf de X.

Solucién
La cdf se calcula aplicando el teorema de probabilidad total:

Fx(z) = P[X < 2] = P[X < z| taxi]p + P[X < z| no taxi](1 — p).

Nétese que P[X < z| taxi] = 1 cuando > 0 y 0, en caso contrario. Ademds
P[X < z| no taxi] viene dada por la ecuacién (4.3), por lo tanto,

0 <0
Fx(x)=<p+(1—-pxr 0<z<1
1 x> 1.

La cdf que se muestra en la figura 4.3(a), combina algunas de las propiedades de
la cdf del ejemplo 4.1 (discontinuidad en el 0) y la cdf del ejemplo 4.2 (continuidad
por intervalos). Obsérvese que Fx (z) se puede expresar como la suma de una
funcién escalén de amplitud p y una funcién continua de x.

Estamos ya preparados para enunciar las propiedades basicas de la cdf. Los
axiomas de probabilidad y sus corolarios implican que la cdf tenga las siguientes
propiedades:

(i) 0< Fx(z) <1.

(ii) limg—eo Fx(z) = 1.

(iii) lmg— o Fx(z) = 0.

(iv) Fx(z) es una funcién no decreciente, esto es, si a < b entonces Fx(a) <
Fx (b).
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Figura 4.3 cdf (a) y pdf (b) de una variable aleatoria de tipo mixto.

(v) Fx(x) es continua por la derecha, esto es, parah > 0, Fx (b) = limj_,¢ Fx (b+
h) = Fx(b™).

Estas cinco propiedades confirman que, en general, la funcién de distribucion es
una funcién no decreciente que crece desde 0 hasta 1 a medida que x aumenta
desde —oo a co. Ya hemos observado estas propiedades en los ejemplos 4.1, 4.2
y 4.3. La propiedad (v) implica que en los puntos de discontinuidad, la cdf es
igual al limite por la derecha. Observamos esta propiedad en los ejemplos 4.1 y
4.3. En el ejemplo 4.2, la cdf es continua para todos los valores de x, es decir, la
cdf es continua tanto por la derecha y como por la izquierda para todo x.

La cdf tiene las siguientes propiedades que nos permiten calcular la proba-
bilidad de sucesos relacionados con los intervalos y los valores individuales de
X:

(vi) Pla < X < b = Fx(b) — Fx(a).
(vii) P[X =b] = Fx(b) — Fx(b™).
(viii) P[X > 1] =1— Fyx(a).

La propiedad (vii) establece que la probabilidad de que X = b es dada por
la magnitud del salto de la cdf en el punto b. En consecuencia, si la cdf es
continua en el punto b, entonces P[X = b] = 0. Las propiedades (vi) y (vii) se
pueden combinar para calcular las probabilidades de otros tipos de intervalos.
Por ejemplo, como {X <a}U{a < X <b} = {X < b}, entonces

Pla< X <b]=P[X =a]+ Pla< X <D
= Fx(a) —Fx(a_)+Fx(b) —Fx(a) = Fx(b) —Fx(a_)(4.4)

Si la cdf es continua en los extremos de un intervalo, los extremos tienen pro-
babilidad nula y, por tanto, pueden ser incluidos o excluidos del intervalo sin
afectar al valor de la probabilidad.

Ejemplo 4.4 Sea X el niimero de caras en tres lanzamientos de una moneda
equilibrada. Usando la cdf, calcula la probabilidad de los sucesos A = {1 < X <
2}, B={05<X<25}yC={1<X <2}
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Solucién
Por la propiedad (vi) y la figura 4.1 se tiene que

Pll< X <2 =Fx(2)— Fx(1)=7/8—1/2=3/8.
La cdf es continua en x = 0.5 y = = 2.5, entonces
P[0.5 <X <2.5]=Fx(25)—F(0.5)=7/8—1/8=6/8.
Como {1 < X <2} U{X =2} ={1 <X <2}, por la ecuacién (4.4) tenemos
P[1 <X <2+ P[X =2] = Fx(2) — Fx(17),
y utilizando la propiedad (vii) para P[X = 2J:
P1<X<2=Fx(2)—Fx(17)—-P[X=2]=Fx(2) - Fx(17) = (Fx(2) — Fx(27))

= Fx(27)— Fx(17) =4/8 —1/8 = 3/8.

Ejemplo 4.5 Sea X la variable aleatoria Uniforme del ejemplo 4.2. Utilizando la
cdf, calcula la probabilidad de los sucesos {—0.5 < X < 0.25}, {0.3 < X < 0.65}
y {|X —0.4] > 0.2}.

Solucién
La cdf de X es continua en todos los puntos, de modo que se tiene:

P[—0.55 < X < 0.25] = Fx(0.25) — Fx(—0.5) = 0.25 — 0 = 0.25,
P[0.3 < X < 0.65] = Fx(0.65) — Fx(0.3) = 0.65 — 0.3 = 0.35,
P[|X — 0.4 >0.2] = P[{X <02} U{X > 0.6}] = P[X < 0.2] + P[X > 0.6]
= Fx(0.2) + (1 — Fx(0.6)) = 0.2+ 0.4 = 0.6.

Ahora consideramos la prueba de las propiedades de la cdf.

= La primera propiedad se deduce por el hecho de que la cdf es una probabilidad
y, por consiguiente, tiene que satisfacer el Axioma I y el Corolario 2.

Para demostrar la propiedad (iv), téngase en cuenta que como {X < a} es un
subconjunto de {X < b}, ha de tener menor o igual probabilidad (Corolario
7).

Para demostrar la propiedad (vi), téngase en cuenta que {X < b} se puede
escribir como la unién de dos sucesos mutuamente excluyentes: {X < a} U
{a < X < b}, y, se tiene, por el Axioma III, que Fx(a) + Pla < X < b] =
Fx(b).

La propiedad (viii) se obtiene porque {X > 2} = {X < x}¢y el Corolario 1.
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Los tres tipos de variables aleatorias

Las variables aleatorias de los ejemplos 4.1, 4.2 y 4.3 representan los tres tipos
bésicos de variables en los que estamos interesados.

Las variables aleatorias discretas tienen una cdf que es una funcién de x
definida a trozos y continua por la derecha, con saltos en un conjunto numerable
de puntos xg, x1, T2, ... La variable aleatoria del ejemplo 4.1 es un ejemplo tipico
de variable aleatoria discreta. La cdf Fx (z) de una variable aleatoria discreta es
la suma de las probabilidades de los elementos muestrales menores que x y se
puede escribir como la suma ponderada de funciones escalén unitario como en
el ejemplo 4.1:

Fx() = > px(as) = > px(@p)u(z — ), (4.5)
k

<z

donde la pmf px(zr) = P[X = xj] proporciona la magnitud de los saltos en la
cdf. Vemos que la pmf se puede obtener con la cdf y vice versa.

Una variable aleatoria continua se define como una variable aleatoria cuya
cdf Fx(z) es continua siempre, y que, ademds, es suficientemente suave como
para ser escrita como una integral de una funcién no negativa f(x):

Fx(z) = [ . (4.6)

La variable aleatoria del ejemplo 4.2 se puede escribir como la integral de la fun-
ci6n mostrada en la figura 4.2(b). Para variables aleatorias continuas, la cdf
es continua en todos los puntos, por lo cual, la propiedad (vii) implica que
P[X = z] = 0 para todo z. {Todos los elementos muestrales posibles tienen pro-
babilidad nula! Una consecuencia inmediata es que la pmf no se puede utilizar
para caracterizar las probabilidades de X. La comparacién entre las ecuacio-
nes (4.5) y (4.6) sugiere cémo podemos proceder para caracterizar las variables
aleatorias continuas. Para variables aleatorias discretas (ec. 4.5) calculamos las
probabilidades como la suma de masas de probabilidad en puntos. Para variables
aleatorias continuas (ec. 4.6) calculamos las probabilidades como integrales de
“densidades de probabilidad” en intervalos de la recta real.

Una variable aleatoria mixta es una variable aleatoria con un cdf que tie-
ne saltos en un conjunto numerable de puntos xg, 1,2, ... pero que también
aumenta de forma continua en al menos un intervalo de valores de z. La cdf de
estas variables aleatorias tiene la forma

Fx(z) = pFi(z) + (1 — p)Fa(x),

donde 0 < p < 1y Fi(z) es la cdf de una variable aleatoria discreta y Fa(x) es
la cdf de una variable aleatoria continua. La variable aleatoria del ejemplo 4.3 es
de tipo mixto.

Las variables aleatorias mixtas pueden ser vistas como producidas por un
proceso en dos etapas: se lanza una moneda; si el resultado es cara, se genera



122

4.2

Variables aleatorias

una variable aleatoria discreta de acuerdo con Fj(x); en el otro caso, se genera
una variable aleatoria continua con cdf Fy(x).

La funcion de densidad

La funcién de densidad de X (pdf), si existe, se define como la derivada
de FX (ac)
dFX (:L')

fx(@) = 0 (4.7)

En esta seccion mostramos que la pdf es una forma alternativa, mas util, de
especificar la informacion contenida en la funcion de distribucién.

La pdf representa la “densidad” de probabilidad en el punto x en el siguiente
sentido: La probabilidad de que X esté en un intervalo pequeno en la vecindad
de z — es decir, {z < X <z + h}-es

Plx <X <z+h]=Fx(x+h)— Fx(z)
_ Fx(z+h)— Fx(x)
= o h. (4.8)

Si la cdf es derivable en el punto x, entonces cuando h se hace pequena,
Plz < X <z +h] ~ fx(z)h. (4.9)

Entonces fx(x) representa la “densidad” de probabilidad en el punto x en el
sentido de que la probabilidad de que X estd en un pequeno intervalo de la
vecindad de x es aproximadamente fx (x)h. La derivada de la cdf, cuando existe,
es positiva porque la cdf es una funcién no decreciente de x, entonces

(1)
[x(z) > 0. (4.10)

Las Ecuaciones (4.9) y (4.10) nos proporcionan un método alternativo para
especificar las probabilidades relacionadas con la variable aleatoria X. Podemos
empezar por definir una funcién no negativa fx (z), llamada funcién de densidad,
que especifique las probabilidades de los sucesos del tipo “X esta en un pequeno
intervalo de ancho dz alrededor del punto z,” como se muestra en la figura 4.4(a).
La probabilidad de sucesos relacionados con X se expresan en términos de la pdf
sumando las probabilidades de intervalos de ancho dz. Como los anchos de los
intervalos se acercan a 0, obtenemos una integral en términos de la pdf. Por
ejemplo, la probabilidad de un intervalo [a, b] es

(ii)

Pla< X <= /b fx(x)dx. (4.11)
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Figura 4.4 (a) La funcién de densidad especifica la probabilidad de intervalos de
anchura infinitesimal. (b) La probabilidad de un intervalo [a, b] es el drea por debajo
de la pdf en dicho intervalo.

La probabilidad de un intervalo es el drea por debajo de fx(x) en ese intervalo,
como se muestra en la figura 4.4(b). La probabilidad de cualquier suceso que
consista en la unién de intervalos disjuntos puede ser calculada sumando las
integrales de la pdf en cada una de los intervalos.

La cdf de X puede ser obtenida integrando la pdf:

(iii)
Fx(m) = /_w fx(t)dt. (4.12)

En la seccién 4.1, definimos una variable aleatoria continua como una variable
X cuya cdf es como la descrita en la ecuacién (4.12). Como las probabilidades
de todos los sucesos relacionados con X pueden ser escritas en funcion de la cdf,
se deduce que éstas también pueden ser escritas en términos de la pdf. Entonces
la pdf especifica completamente el comportamiento de las variables continuas.

Si hacemos « tender a infinito en la ecuacién (4.12), obtenemos una condicién
de normalizacion para las pdf:

(iv)
1 :/OO Fx (t)dt. (4.13)

La pdf refuerza la nocién intuitiva de probabilidad al tener atributos similares
a la “masa fisica.” La ecuacién (4.11) establece que la “masa” de probabilidad
en un intervalo es la integral de la “densidad de masa de probabilidad” en el
intervalo. La ecuacién (4.13) establece que la masa total disponible es una unidad.
Una pdf vdlida puede estar formada por cualquier funcion continua a trozos
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no negativa g(x) que tenga una integral finita:

o0
/ g(x)dr = ¢ < 0. (4.14)
— 00

Definiendo fx(z) = g(z)/c obtenemos una funcién que satisface la condicién
de normalizacién. Notese que la pdf debe estar definida para todos los valores
reales de z; si X no toma valores en alguna regién de la recta real, definiremos
fx(x) =0 en dicha regién.

Ejemplo 4.6 Variable aleatoria uniforme
La pdf de la variable aleatoria Uniforme viene dada por

A g<ax<bh
fx(@) =0 “=0= (4.15a)
0 r<ayax>b.

y se muestra en la figura 4.2(b). La cdf se calcula a partir de la ecuacién (4.12):

0 r<a
Fx(z) = ﬁ a<x<b (4.15b)
1 x > b.

Esta cdf se muestra en la figura 4.2(a).

Ejemplo 4.7 Variable aleatoria exponencial
El tiempo de transmisién de mensajes en un sistema de comunicaciones X
tiene una distribucién exponencial:
PIX>a2]=e ™ 2>0.
Calcula la cdf y la pdf de X.

Solucién
La cdf viene dada por Fx(z) =1 — P[X > z]

0 <0
Fy(z) = ’ (4.16a)
1—e ™ 2 >0.

La pdf se obtiene aplicando la ecuacién (4.7):

0 x <0

4.16b
Ae™ A x> 0. ( )

fx(z) = Fx(z) = {

Ejemplo 4.8 Variable aleatoria de Laplace
La pdf de las muestras de la amplitud de las ondas del habla decae exponen-
cialmente con una tasa «, de modo que se propone la siguiente pdf:

fx(x) =ce Tl — o0 <2 < 0. (4.17)
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Calcula la constante ¢ y luego calcula la probabilidad P[|X| < v].

Solucién
Utilizamos la condicién de normalizacién (iv) para hallar e:

o o 2
1= / ce” gy = 2/ ce “dx = —C.
—00 0 «

Entonces ¢ = «/2. La probabilidad P[|X]| < v] se calcula integrando la pdf:

PlIX| <] = %/ e~y = 2%/ e~ dr=1—e .
—v 0

pdf de variables aleatorias discretas

La derivada de la cdf no existe en aquellos puntos donde la cdf no es continua.
En consecuencia, el concepto de pdf, tal y como se define en la Ecuacién (4.7)
no puede ser aplicado a variables aleatorias discretas en los puntos donde la
cdf es discontinua. Podemos generalizar la definiciéon de la funciéon de densidad
considerando la relacion entre la funcién escalén unitario y la funcién delta. La
funcién escalén unitario se define como

0 z<0
u(z) = {1 v, (4.18a)

La funcién delta §(t) se define en funcién de la funcién escalén unitario me-
diante la siguiente ecuacién:

u(z) = / d(t)dt. (4.18b)
Una funcién escalén unitario trasladada es entonces:

u(x —x0) = /Z_ZU S(t)dt = /_w S(t' — xo)dt’. (4.18¢)

Sustituyendo la ecuacién (4.18¢) en la cdf de una variable aleatoria discreta:

Fx(z) =Y px(zi)u(z — 1) = »_ px(ax) /Z 5(t — ay)dt
k k -
_ / S pxc(@n)d(t — ). (4.19)
> i
Esto sugiere que definamos la pdf de una variable aleatoria discreta como
Fx(a) = L Fx) = Epxlenile — ) (4.20)

Entonces, la definiciéon generalizada de pdf coloca una funcién delta de peso
P[X = x1] en los puntos xj, donde la cdf es discontinua.
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La pdf de la variable aleatoria discreta del ejemplo 4.1 se muestra en la figura
4.1(b). La pdf de una variable de tipo mixto también contendra funciones delta
en los puntos en los que la cdf no sea continua. La pdf de la variable del ejemplo
4.3 se muestra en la figura 4.3(b).

Ejemplo 4.9 Sea X el ntumero de caras en tres lanzamientos de una moneda
como en el ejemplo 4.1. Calcula la pdf de X. Calcula P[1 < X < 2]y P[2 <
X < 3] integrando la pdf.

Solucién
En el ejemplo 4.1 vimos que la cdf de X viene dada por
1 1
Fx(x) = gu(z) + gu(:r - 1)+ gu(z —2)+ gu(x —3).

Entonces, por las ecuaciones (4.18b) y (4.19) se sigue que
1 3 3 1

S S5z — 1)+ S0(x — 2) + =d(x — 3).

Ix(x) 86($) + 85(1} )+ 85(1: )+ 85(1: 3)

Cuando las funciones delta aparecen en los limites de la integral, debemos indicar
si se incluyen en la integracién. Entonces, en P[1 < X < 2] = P[X € (1,2]], la
funcién delta localizada en 1 es excluida de la integral y la funcién delta en el 2
es incluida:

2+ 3
Pl<X <2 = fx(z)dx = <.
" g
De forma similar, tenemos que
3= 3
PR2<X <3 = fX(z)dz:§.

2—

cdf y pdf condicionadas

Las cdf condicionadas se pueden definir directamente utilizando el mismo
método que utilizamos para las pmf condicionadas. Supongamos que ocurre el
suceso C'y que P[C] > 0. La cdf de X condicionada a C' se define como

PH{X <z} nC]|

si P[C] > 0. (4.21)

Es facil de demostrar que Fx (z|C) satisface todas las propiedades de una cdf.
La pdf de X condicionada a C es a su vez definida como

Fx(]C) = diFX(:qC). (4.22)

T
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Ejemplo 4.10 El tiempo de vida X de una maquina tiene una cdf continua
Fx(z). Calcula las cdf y pdf condicionadas, dado el suceso C = {X > t} (es
decir, “la méquina todavia funciona en el tiempo ¢”).

Solucién
La cdf condicionada es
PI{X <&} N {X > t}]

Fx(z|X >t) = P[X < 2|X > 1] = Y

La interseccion de los sucesos del numerador es igual al conjunto vacio cuando
x < teigual a {t < X <z} cuando x > ¢. Entonces

<t

0
Fx(l’|X > t) = Fix (2)—Fx (t) vt

T—Fx(t)

La pdf condicionada se halla derivando con respecto a x:

fX(x|X>t)=1fXT(i)m x>t

Ahora supongamos que tenemos una particién del espacio muestral S que es la
unién de los sucesos disjuntos By, Ba, ..., B,. Sea Fx(x|B;) la cdf condicionada
de X dado el suceso B;. El teorema de la probabilidad total nos permite calcular
la cdf de X en términos de las cdf condicionadas:

Fx(z) =P[X <z] =) P[X <z|Bj]P[B;] =Y Fx(z[Bi)P[B]. (4.23)

i=1 i=1
La pdf se obtiene derivando:
d n
fx(x) = ——Fx(x) =Y _ fx(z[B;)P[Bi]. (4.24)

dx ‘
i=1

Ejemplo 4.11 Un sistema de transmision binario envia un bit “0” transmitien-
do una senal de voltaje —v y un bit “1”, transmitiendo un +v. La senal recibida
se corrompe con un ruido gaussiano y es dada por:

Y=X+N

donde X es la senal transmitida y N es el voltaje del ruido con pdf fy(z).
Asumamos que P[“1"] =p =1 — P[“0”]. Calcula la probabilidad de Y.

Solucién
Sea By el suceso se transmite un “0” y Bj el suceso de que se transmite un “1”,
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entonces By, B; forman una particion y
Fy (z) = Fy (z|By)P[Bo] + Fy (x| B1)P[B]
= P[Y <z|X = —v](1 —p) + P[Y < z|X = v]p.

Dado que Y = X + N, el suceso {Y < z|X = v} es equivalente a {v + N < z}
vy {N < x —v} y el suceso {Y < z|X = —v} es equivalente a {N < x + v}.
Entonces las cdf condicionadas son

Fy(z|By) = PIN <z +v] = Fy(z +v)

Fy(z|B1) = PIN <z —v] = Fy(xz —v).

La cdf es:

Fy(z) = Fy(z +0)(1 = p) + Fy(z — v)p.

La pdf de Y es, entonces:

d

fy(z) = - Fy(z)

= %FN(Z‘ +v)(1—p)+ %FN(SE —v)p
= fn(z+v)(1 —p) + fn(z —v)p.

La pdf de la variable aleatoria Normal:

1 2 2
fn(@) = —=e""/% _—oo<z< oo

V2ro?

Las pdf condicionadas son:

1

_ _ 7(z+v)2/202
fy(z|Bo) = fn(z +v) = 53¢
y
1 —(z—v)? /207
fy(z|B1) = fn(z—v) = e )

V2ro?

La pdf de la senal recibida Y es, entonces:

1 2 2
— —(ztv)?/20% (1 _
) = e +
fr(@) 2702 (1=p) V2mo?

6_(Z_U)2/202p.

La figura 4.5 muestra ambas pdf condicionadas. Podemos ver que la senal trans-
mitida X cambia el centro de masa de la pdf Normal.




4.3

4.3 La esperanza de X 129

fax + ) fidy = w)

Figura 4.5 La pdf condicionada, dada la senal de entrada.

La esperanza de X

Vimos la esperanza de una variable aleatoria discreta en la seccién 3.3 y mos-
tramos cémo la media muestral de observaciones independientes de una variable
aleatoria aproxima F[X]. Supongamos que realizamos una serie de experimentos
para variables aleatorias continuas. Como las variables aleatorias continuas tie-
nen P[X = z] = 0 para cualquier valor especifico de x, dividimos la recta real en
intervalos pequenos y contamos el nimero de veces Ni(n) que las observaciones
caen en el intervalo {z; < X <z, + A}. Cuando n crece, la frecuencia relativa
fr(n) = Ni(n)/n aproxima fx(x)A, la probabilidad del intervalo. Calculamos
la media muestral en términos de las frecuencias relativas y hacemos n — oc:

(X)n =D wfr(n) =Y fx(@r)A,
K B

La expresiéon de la derecha aproxima la integral segin decrece A.
La esperanza o media de una variable aleatoria X se define como

E[X]= / tfx(t)dt. (4.25)
La esperanza E[X] estd definida si la integral de arriba converge absolutamente,
esto es,

+00
E[X| = / ] (£)dt < oo.
— 00
Si vemos fx(x) como la distribucién de masa en la recta real, entonces F[X]
representa el centro de masa de esta distribucion.
Ya estudiamos la F[X] en detalle para variables aleatorias discretas pero es
conveniente destacar que la definicién de la ecuacién (4.25) es aplicable en este
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caso si expresamos la pdf de la variable aleatoria discreta utilizando funciones
delta:

E[X] = /Oo £3 pc(a)o(t — )t
o0 k

Z;PX(J%)/

= pr(xk)xk.
k

—+o0

£ 8t — xp)dt
o0 k

Ejemplo 4.12 Media de la variable aleatoria Uniforme

La media de la variable aleatoria Uniforme viene dada por

a+b
2 )

EX]=(®b-a)! /b tdt =

que es exactamente el punto medio del intervalo [a, b]. Los resultados mostrados
en la figura 3.6 se obtuvieron repitiendo experimentos cuyos resultados eran va-
riables aleatorias Y y X con cdf en los intervalos [—1, 1] y [3, 7], respectivamente.
Las esperanzas correspondientes , 0 y 5, corresponden a los valores alrededor de
los cuales X e Y tienden a variar.

El resultado del ejemplo 4.12 se puede calcular inmediatamente sabiendo que
E[X] = m cuando la pdf es simétrica alrededor del punto m. Esto es, si

fx(m —x) = fx(m+ x) para todo x,

entonces, suponiendo que la media existe,

—+oo —+oo
0= [ m-tsxde=m- [ tfxoi
La primera igualdad de arriba se deduce de la simetria de fx(t) alrededor de
t = m y la simetria de (m — t) alrededor del mismo punto. Entonces tenemos
que E[X] = m.

Ejemplo 4.13 Media de una variable aleatoria Normal

La pdf de una variable aleatoria Normal es simétrica alrededor del punto x =
m. Entonces E[X] = m.

Las expresiones siguientes son ttiles cuando X es una variable aleatoria no
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negativa:
E[X] = /00(1 — Fx(t))dt si X es continua y no negativa (4.26)
0
y
E[X]= i P[X > k] si X es no negativa y discreta. (4.27)
k=0

Ejemplo 4.14 Media de una variable aleatoria Exponencial
El tiempo X entre las llegadas de clientes a una estacién de servicio tiene una
distribucién exponencial. Calcula la media del tiempo entre llegadas.

Solucién
Sustituyendo la ecuacién (4.17) en la ecuacién (4.25) obtenemos

E[X] = / the Mdt.
0

Resolvemos la integral usando integracién por partes ([ udv = uv — [vdu), con
u=ty dv= e Mdt:

E[X] = —te_’\t‘go —|—/ e Mdt
0

EPESVENES
— lfm te_’\t—O—i—{ ¢ }
0

t—o0 A

_ oy —e~ M 1 1
=Y XN
donde usamos el hecho de que e~ * y te~* tiende a cero cuando t se acerca a

infinito.

Para este ejemplo, la ecuacién (4.26) es més facil de evaluar:

o 1
E[X] = / e Mdt = .
0 A
Recordemos que A es la tasa de llegadas de clientes medida en clientes por se-
gundo. El resultado es que el tiempo medio entre llegadas E[X] = 1/ segundos
por cliente, que tiene sentido intuitivamente.

La esperanza de Y = g(X)

Supongamos que nos interesa calcular la esperanza de Y = g(X). Como en el
caso de las variables aleatorias discretas (ecuacion (3.16)), E[Y] se puede calcular
directamente en términos de la pdf de X:

BY) = [ g@)fx(@)ds, (4.28)

— 00
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v = glx)

M e

— >

-t

Figura 4.6 Dos sucesos infinitesimales equivalentes.

Para ver cémo se llega a la ecuacién (4.28), supongamos que dividimos el eje
y en intervalos de longitud h, numeramos los intervalos con el indice k y ha-
cemos que ¥y sea el valor central del intervalo k-ésimo. La esperanza de Y es
aproximadamente la siguiente suma:

E[YT~ Y yrfv (ye)h
k

Supongamos que g(z) es estrictamente creciente, entonces al intervalo k-ésimo
en el eje y le corresponde un unico suceso equivalente de ancho hy en el eje x
como se muestra en la figura 4.6. Sea xj, el valor del k-ésimo intervalo tal que

9(xk) = yi, entonces, como fy (yr)h = fx(xx)hi,

EIY] >~ glaw) fx ().
k

Haciendo h decrecer a cero, obtenemos la ecuacion (4.28). Esta ecuacién es valida
incluso si g(z) no es estrictamente creciente.

Ejemplo 4.15 Esperanza de un sinusoide con fase aleatoria

Sea Y = acos(wt + O) donde a, w y t son constantes y © es una variable
aleatoria Uniforme en el intervalo (0,27). La variable aleatoria Y resulta de
obtener una muestra de la amplitud de un sinusoide con fase aleatoria ©. Calcula
la esperanza de Y y de la potencia de Y, Y?2.

Solucién
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E[Y] = Elacos(wt + ©)]
27 de ) o
= acos(wt + 0)— = —asin(wt + )|,
0 2T
= —asin(wt + 27) + asin(wt) = 0.

La potencia media es

2 2
E[Y? = Ela® cos*(wt +0)] = E [% + % cos(2wt + 20)
a2 a2 2w Ao a2
=—+ = 2wt +20)— = —.
D) /0 cos(2wt + )27T 5

donde se ha usado la identidad trigonométrica cos?a = 1tes2a — 1 4 cos2a

Notese que estas respuestas son acordes con el tiempo medio de los sinusoides: el
tiempo medio (el valor “dc”) del sinusoide es cero; el tiempo medio de la potencia
es a?/2.

Ejemplo 4.16 Esperanza de la funcién indicatriz

Sea g(X) = Io(X) la funcién indicatriz del suceso {X € C'}, donde C' es un
intervalo o la unién de intervalos en la recta real:

G N

entonces
+oo
ElY] = [ 9(X) fx(z)dx = /Cfx(x)dx =P[X e(].

Entonces la esperanza de la indicatriz de un suceso es igual a la probabilidad del
suceso.

Es facil demostrar que las ecuaciones (3.17a)-(3.17¢) se verifican para las va-
riables aleatorias continuas utilizando la ecuacién (4.28). Por ejemplo, sea ¢ una
constante, entonces

E[c] = /_OO cfx(x)dx = C/_OO fx(x)de =c (4.29)
y
EleX] = /_OO cxfx(x)dx = C/_OO rfx(x)dr = cE[X]. (4.30)
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La esperanza de la suma de funciones de una variable aleatoria es igual a la
suma de la esperanza de las funciones individuales:

ElY]=F igk(X)] (4.31)
k=1
= /OO ng(ac)fx (x)dx = Z /OO gk (z) fx (z)dx (4.32)
= k=1 k=17

=Y Elge(X)].
k=1

Ejemplo 4.17 Sea Y = g(X) =ap + a1 X +asX?+ -+ + a, X", donde ay son
constantes, entonces

E[Y] = Elao] + Ela1 X] + - -- + Ela, X"]
=ap+ a1 B[X]+ aE[X?] + -+ a,E[X"],

donde hemos utilizado la ecuacién (4.31) y las ecuaciones (4.29) y (4.30). Un
caso especial de este resultado es que

E[X + ] = E[X] +,

esto es, podemos desplazar la media de una variable aleatoria anadiéndole una
constante.

Varianza de X
La varianza de la variable aleatoria X se define como
V[X] = E[(X - E[X])%] = E[X?] - E[X]*. (4.33)
La desviacion tipica de la variable aleatoria X se define como

SD[X] = V[X]"/2 (4.34)

Ejemplo 4.18 Varianza de la variable aleatoria Uniforme

Calcula la varianza de la variable aleatoria X que es uniforme en el intervalo
[a, b].

Solucién
Como la media de X es (a + b)/2,
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Sea y = (z — (a+b)/2),

R (b—a)?
VIX| = ldy = ~——.
[ ] ba/_(b_a)/gy y 12

Las variables aleatorias de la figura 3.6 eran uniformes en los intervalos [—1, 1]
v [3,7], respectivamente. Sus varianzas son 1/3 y 4/3. Las desviaciones tipicas
correspondientes son 0.577 y 1.155.

Ejemplo 4.19 Varianza de la variable aleatoria Normal
Calcula la varianza de la variable aleatoria Normal.

Solucién
Primero multiplicamos la integral de la pdf de X por v/27wo para obtener

/ e~ (@=m)*/20% g V2o,

Derivamos ambos lados de la ecuacion con respecto a o:

oo 2
/ ((:L' — m) ) ef(zfm)Z/ZO'de _ \/ﬂ

3
oo o

Reorganizando la ecuacién obtenemos

1 o 2 2
VIX] = / z—m)2e” @M 207 gp = 52,
X)= o [ @-m)
Este resultado se puede obtener integrando directamente. La figura 4.7 muestra
la pdf normal para diferentes valores de o; es evidente que el “ancho” de la pdf
aumenta con o.

En la seccién 3.3 se derivaron las siguientes propiedades:

Vi =0 (4.35)
VX +c =VI[X] (4.36)
V[eX] = *VI[X] (4.37)

donde c es constante.

La media y la varianza son los dos parametros mds importantes para resumir
la pdf de una variable aleatoria. Otros parametros se utilizan ocasionalmente.
Por ejemplo, la simetria se define como E[(X — E[X])?]/SD[X]? y mide el gra-
do de asimetria con respecto a la media. Es facil demostrar que si una pdf es
simétrica alrededor de su media, entonces su simetria es cero. Lo notable de estos
parametros de la pdf es que cada uno utiliza la esperanza de una potencia de X.
Estas esperanzas son llamadas momentos de X.

El momento n-ésimo de la variable aleatoria X se define como

BIX"] = / T X () (4.38)

— 00
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m+ 4

Figura 4.7 Funcion de densidad de una variable aleatoria Normal.

La media y la varianza se pueden ver como definidas en términos de los dos
primeros momentos, E[X] y E[X?].

Variables aleatorias continuas importantes

Siempre estamos limitados a mediciones de precisién finita, de modo que, to-
da variable aleatoria que encontremos en la préactica es una variable aleatoria
discreta. No obstante, hay varias razones de peso para usar variables aleatorias
continuas. En primer lugar, en general, las variables aleatorias continuas son mas
faciles de manejar analiticamente. En segundo lugar, la forma limite de muchas
variables aleatorias discretas es una variable aleatoria continua. Finalmente, exis-
te “familias” de variables aleatorias continuas que pueden usarse para modelar
una gran variedad de situaciones ajustando unos pocos parametros. En esta sec-
cién continuamos la introduccién de variables aleatorias importantes. La tabla
4.1 enumera algunas de las variables aleatorias continuas mas importantes.

Variable aleatoria Uniforme

La variable aleatoria Uniforme surge en situaciones en las que todos los valores
de un intervalo de la recta real son igualmente probables. La variable aleatoria
Uniforme U en el intervalo [a, b] tiene pdf:

A a<z<b
fo@) =40~~~ (4.39)
0 r<ayx>b
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Cuadro 4.1 Variables aleatorias continuas

Variable aleatoria Uniforme

Sx = [a,b]
fx(@)=3= a<z<b

a

BlX] =42 V[X] =20 ox(w) =

Jwb _gjwa

jw(b—a)

Variable aleatoria Exponencial

Sx = [0,00)

fx(@)=Xe™® 2>0yA>0

EIX|=1 VIX]= 4 Ox(w)=522

La variable aleatoria Exponencial es la unica variable aleatoria continua sin memoria.

Variable aleatoria Normal o Gaussiana

Sx = (—o0,+00)
e~ (z—m)2 /202
EX]=m V[X]=0> &x(w)=emwo w2
Bajo algunas condiciones, X puede ser usada para aproximacién de la suma de un
gran numero de variables aleatorias independientes.

Variable aleatoria Gamma

Sx = (0, 400)

fx(x)z% z>0ya>0,A>0

donde I'(z) es la funcién Gamma (ecuacién 4.56).

E[X]=a/x V[X]=a/)* dx(w)= m

Casos especiales de la variable aleatoria Gamma: Erlang con m = 1 y Chi cuadrado.

Variable aleatoria Beta

Sx =(0,1)
fx(x) = Figf*);fg)xafl(l —z)f7t 0<z<lya>0,8>0

— _a_ = o8
ElX] = atp VIX]= (a+p)2(a+p+1)

Variable aleatoria de Cauchy

Sx = (—o0,+00)

)”)((ac):gﬁg"+¢a2 —x<zr<4ooya>0
La media y la varianza no existen. ®x (w) = e~ %!
Variable aleatoria de Pareto
Sx = [Tm,00) Xm >0
fx(@) = o x> 2
E[X]=22m paraa>1 V[X]= (a*;)?ﬁ para a > 2
y cdf
0 r<a
Fy()=q%#2 a<ax<b (4.40)

1 x > b.
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Fylx) Syl

| —g-in Ag e

(a) (b)

Figura 4.8 Un ejemplo de variable aleatoria continua — la variable aleatoria
Exponencial. La parte (a) es la cdf y la parte (b) es la pdf.

Ver la figura 4.2. La media y la varianza de U vienen dadas por:

B[U) = ==y V[U] = (bITa)

La variable aleatoria Uniforme aparece en muchas situaciones que incluyen

ath (4.41)

variables aleatorias continuas igualmente probables. Obviamente U solo puede
ser definida sobre intervalos finitos.

Variable aleatoria Exponencial

La variable aleatoria Exponencial surge al modelar el tiempo entre dos eventos
(por ejemplo, el tiempo entre dos peticiones de conexién de dos clientes) y al
modelar el tiempo de vida de sistemas y dispositivos. La variable aleatoria
Exponencial X de pardmetro A tiene pdf

Ae ™ x>0

fx(@) = {0 ve0 (4.42)
y cdf

Fx(z) = {0 r<0 (4.43)
1—e ™ 2>0.
La cdf y la pdf de X se muestran en la figura 4.8.

El pardametro A es la tasa de incidencia del evento y, por ello, en la ecuacién
(4.43) la probabilidad de que ocurra un suceso en el tiempo 2 aumenta si lo
hace la tasa A. Recordemos que, por el ejemplo 3.30, los tiempos entre ocurren-
cias de sucesos en un proceso de Poisson (figura 3.10) es una variable aleatoria
Exponencial.

La media y la varianza de X vienen dadas por:

E[U] = % v VX] = % (4.44)
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En situaciones de llegadas entre sucesos, A se mide en sucesos/segundo y 1/ se
mide en unidades de segundos entre ocurrencias de dos sucesos.
La distribucién exponencial no tiene memoria:

P[X >t+h|X >t] = P[X > h]. (4.45)

La expresion de la izquierda es la probabilidad de tener que esperar por lo menos
h segundos mas dado que ya hemos esperado t segundos. La expresion de la
derecha es la probabilidad de esperar al menos h segundos desde el comienzo.
Entonces, la probabilidad de esperar al menos h segundos maés es la misma,
isin importar el tiempo que llevemos esperando! Veremos mas tarde que la falta
de memoria de la variable aleatoria Exponencial es la propiedad fundamental
utilizada en las cadenas de Markov, usadas exhaustivamente para evaluar el
comportamiento de sistemas de computador y redes de comunicacién.
Ahora demostramos dicha propiedad:

PH{X > t+h}n{X >t}

PX >t+h|X >t] = PIX > 1] para h >0
_ PIX>t+h] e M)
P[X >t M

=e M =P[X >h]

Se puede demostrar que la variable aleatoria Exponencial es la unica variable
aleatoria continua sin memoria.

Los ejemplos 2.13, 2.19 y 2.21 estdn dedicados a la variable aleatoria Expo-
nencial.

Variable aleatoria Normal

Existen muchas situaciones donde tenemos que lidiar con una variable aleatoria
X que consiste en la suma de un gran niimero de variables aleatorias “pequenas”.
La descripcion exacta de la pdf de X en términos de las variables aleatorias que
la componen puede ser compleja. Sin embargo, bajo condiciones muy generales,
cuando el nimero de componentes crece, la cdf de X se aproxima a aquella de
la variable aleatoria Normalx. Esta variable aleatoria aparece tan frecuente-
mente en problemas que involucran aleatoriedad que se la conoce como variable
aleatoria Normal.

La pdf de la variable aleatoria Normal X viene dada por

1 2 2
fx(z) = e~ (@m0 o <1 < o0, (4.46)

V2o

donde m y o > 0 son nameros reales, que ya demostramos en los ejemplos
4.14 y 4.19 que correspondian a la media y la desviacién tipica de X. La figura
4.7 muestra que la pdf normal es una curva con forma de campana centrada y

simétrica alrededor de m y cuyo “ancho” aumenta con o.

x Hste resultado, llamado teorema central del limite, se estudia en el capitulo 7.
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La cdf de la variable aleatoria Normal viene dada por

‘ —(m'—m)2/202d / 4 47
€ X . .
Vimo [oo ( )

El cambio de variable t = (' — m)/o resulta en

PIX <z] =

1 (x—m) /o R
Fx(x) = — e V2t 4.48
—® (w_m) (4.49)
g

donde ®(z) es la cdf de la variable aleatoria Normal de mediam =0y o = 1:

d(z) = #/z e 24t (4.50)

Entonces, cualquier probabilidad relativa a una variable aleatoria Normal arbi-
traria se puede expresar en términos de P (z).

En ingenieria eléctrica se acostumbra a trabajar con la funcion @, que se define
por

Qz) =1 — o(x) (4.51)
_ L > e—t2/2
= \/y/ . (4.52)

Q(z) es simplemente la probabilidad de la “cola” de la pdf. La simetria de la pdf
implica que

Q) =1/2y Q(-z) =1 - Q(x). (4.53)

La integral de la ecuacién (4.50) no tiene una expresién en forma cerrada.
Tradicionalmente, las integrales han sido evaluadas mirando las tablas de los
valores de Q(z) o mediante el uso de aproximaciones que requieren una eva-
luacién numérica. La siguiente expresiéon proporciona con buena precisién una
aproximacién a Q(z) en todo el rango 0 < x < oo:

N 1 1 2y
Q(x) ~ 0o taVis \/ﬁe ) (4.54)
donde a = 1/7 y b = 27. En algunos problemas, estamos interesados en encontrar
el valor de = para que Q(z) = 107*. La tabla 4.2 da dichos valores para k =
1,...,10.

La variable aleatoria Normal juega un papel muy importante en los sistemas de
comunicacién, donde las senales de transmisién estan danadas por las tensiones
de ruido resultantes del movimiento térmico de los electrones. Se puede demostrar
a partir de principios fisicos que estas tensiones tienen una pdf normal.

Ejemplo 4.20 Un sistema de comunicacion acepta un voltaje positivo V' como
entrada y devuelve un voltaje Y = aV + N, donde = 1072 y N es una variable
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Cuadro 4.2 Q(z) = 107*

>

z=Q (107"

1.2815
2.3263
3.0902
3.7190
4.2649
4.7535
5.1993
5.6120
5.9978
6.3613

© 0~ O Tk Wi+

—_
o

aleatoria Normal con parametros m = 0 y o = 2. Calcula el valor de V' que da
PlY < 0] =1075.

Solucién
La probabilidad P[Y" < 0] se escribe en términos de N como sigue:

PlY < 0] = PlaV + N < 0]
=P[N<—-aV]=9® (%) =Q (%) =10"°.

Por la tabla 4.2 vemos que el argumento de la funcién @ debe ser aV/o = 4.753.
Entonces V = (4.753)0 /a = 950.6.

Variable aleatoria Gamma

La variable aleatoria Gamma es una variable aleatoria versatil que aparece en
muchas aplicaciones. Por ejemplo, se utiliza para modelar el tiempo necesario
para servir a los clientes en la cola de espera de un sistema, la vida util de
los dispositivos y sistemas en los estudios de fiabilidad, y el comportamiento de
agrupacién por defecto en los chips VLSI.

La pdf de la variable aleatoria Gamma tiene dos parametros, a > 0y
A > 0, y viene dada por

)\()\x)a—le—)\ac

(o) 0 <z < oo, (4.55)

fx(x) =

donde T'(z) es la funcién gamma, que se define por la integral

I'(z) :/ r*le %dr 2> 0. (4.56)
0
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fylx) 1.5

Figura 4.9 Funcién de densidad de la variable aleatoria Gamma.

La funcién gamma tiene las siguientes propiedades:

()

I'(z+1) = 2I'(z) para z > 0, y

I'(m + 1) = m! para un entero no negativo m.

La versatilidad de la variable aleatoria Gamma se debe a la riqueza de la
funcién gamma I'(z). La pdf de la variable aleatoria Gamma puede asumir gran
variedad de formas, como se muestra en la figura 4.9. Mediante la variacién de
los pardametros o y A, es posible para adaptar la pdf de la gamma a muchos
tipos de datos experimentales. Ademaés, muchas variables aleatorias son casos
especiales de la variable aleatoria Gamma. La variable aleatoria Exponencial se
obtiene con v = 1. Si A = 1/2 y @ = k/2, donde k es un entero positivo, se
obtiene la variable aleatoria chi-cuadrado, que aparece en ciertos problemas
estadisticos. La variable aleatoria Erlang de pardmetro m se obtiene cuando
a = m, un entero positivo. La variable aleatoria Erlang se utiliza en los modelos
de fiabilidad de sistemas y en los modelos de sistemas de cola de espera. Ambas
variables son discutidos en ejemplos posteriores.

Ejemplo 4.21 Demuestra que la integral de la pdf de una variable aleatoria
Gamma es uno.

Solucién
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La integral de la pdf es

/000 fx(z)dx = /OOO —)\(Axl);:)e—” da

S .
= o dy =1
F(a))\o‘/o Yy € ) )

donde utilizamos el hecho de que la integral es igual a I'(«).

En general, la funcién de distribucién de la variable aleatoria Gamma no tiene
una expresién en forma cerrada. Vamos a demostrar que el caso especial de
la variable aleatoria Erlang de parametro m si tiene una expresién en forma
cerrada de la funcién de distribucién mediante el uso de su estrecha relacién
con las variables aleatorias exponencial y de Poisson. La cdf también se puede
obtener mediante la integracién de la pdf.

Consideremos una vez mas el procedimiento de tomar limites utilizado para
obtener la distribucién de la variable aleatoria de Poisson. Supongamos que ob-
servamos el tiempo que transcurre hasta la ocurrencia del suceso m-ésimo, S,,.
Los tiempos entre sucesos X1, Xo, ..., X,, son variables aleatorias exponenciales,
por lo que se tiene que

Sm=X1+Xo+- 4+ X

Vamos a demostrar que S, es una variable aleatoria Erlang. Para hallar la
funcién de distribucién de Sy, sea N(t) la variable aleatoria de Poisson para el
nimero de sucesos en t segundos. Observemos que el suceso m-ésimo se produce
antes del tiempo ¢, es decir, S, < t—si y sélo si m o mas sucesos han sucedido
en ¢ segundos, es decir, N(t) > m. El razonamiento es el siguiente. Si el m-ésimo
suceso se ha producido antes del tiempo ¢, entonces se sigue que m o mas sucesos
han ocurrido en el tiempo t. Por otro lado, si m o més sucesos han ocurrido en
el tiempo t, entonces se deduce que el m-ésimo evento ocurrié en el momento t.

Asi

Fs, (t) = P[Sy, <t] = P[N(t) > m] (4.57)
m—1 k
=1- kz (Ak’;) e M, (4.58)
=0

donde hemos usado el resultado del ejemplo 3.30. Si tomamos la derivada de
la anterior cdf, se obtiene finalmente la pdf de la variable aleatoria de Erlang
con parametro m. Asi, hemos demostrado que S, es una variable aleatoria de
Erlang.

Ejemplo 4.22 Una fabrica cuenta con dos piezas de recambio de un compo-
nente critico del sistema que tiene una vida media de 1/A = 1 mes. Calcula la
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probabilidad de que los tres componentes (el operativo y las dos piezas de re-
cambio) duren més de 6 meses. Supongamos que la vida 1til de los componentes
son variables aleatorias exponenciales.

Solucién

La vida qtil restante de los componentes del servicio es una variable aleatoria
Exponencial con una tasa A por la propiedad de no tener memoria. Asi, la vida
total de los tres componentes X es la suma de tres variables aleatorias exponen-
ciales con parametro A = 1. Por lo tanto X tiene una distribuciéon de Erlang con
m =3y A= 1. De la ecuacién (4.58) la probabilidad de que X sea mayor que 6
es

P[X >6]=1- P[X <6

2
= Z — ¢ 6 =0.06197.

Variable aleatoria Beta

La variable aleatoria Beta X toma valores en un intervalo cerrado y tiene pdf:
fx(@)=cx® (1 —z) P para0 <z <1 (4.59)

donde la constante de normalizacion es la inversa de la funcion beta

1 1
- = B(a,b) = / 22711 —2)" lda
0

c

y donde la funcién beta esta relacionada con la funcién gamma por la siguiente
expresion:

['(a)T'(b)

I'(a+b)

Cuando a = b = 1, tenemos la variable aleatoria Uniforme. Otras elecciones
de a y b llevan a pdf en intervalos finitos que pueden diferir notablemente de
la uniforme. Si a = b > 1, entonces la pdf es simétrica respecto de z = 1/2 y
concentrada en 2 = 1/2 también. Cuando a = b < 1, entonces la pdf es simétrica,
pero la densidad se concentra en los bordes del intervalo. Cuando a < b (0 a > b)
la pdf es asimétrica hacia la derecha (o la izquierda).

B(a,b) =

La media y la varianza vienen dadas por:
a ab
— vy V|X] = .
a+rb” - (a+b)2(a+b+1)
La versatilidad de la pdf de la variable aleatoria Beta hace que sea til para
modelar gran variedad de comportamientos de variables aleatorias que toman

E[X] = (4.60)

valores en intervalos finitos. Por ejemplo, en un experimento de Bernoulli, la
probabilidad de éxito p podria ser una variable aleatoria. La pdf beta se utiliza
con frecuencia para modelar p.



4.4.6

447

4.4 Variables aleatorias continuas importantes 145

Variable aleatoria de Cauchy

La variable aleatoria de Cauchy X toma valores en toda la recta real y tiene
pdf:
1/7
= —. 4.61
fx@) = 15 (4.61)
Es facil verificar que la integral de esta pdf es 1. Sin embargo, X no tiene ningin
momento ya que las integrales asociadas no convergen. La variable aleatoria de
Cauchy surge como la tangente de una variable aleatoria Uniforme en el intervalo
unidad.

Variable aleatoria de Pareto

La variable aleatoria de Pareto se plantea en el estudio de la distribucién de la
riqueza en el que se ha observado una tendencia a que una pequena porcién de la
poblacién posea una gran parte de la riqueza. Recientemente, se ha descubierto
que la distribucién de Pareto captura el comportamiento de muchas cantidades
de interés en el estudio del comportamiento de Internet, por ejemplo, el tamano
de los archivos, los retrasos de paquetes, las preferencias del titulo de audio
y video, etc. La variable aleatoria de Pareto puede ser vista como la version
continua de la variable aleatoria discreta de Zipf.

La variable aleatoria de Pareto X toma valores en el rango z > z,,,, donde x,,
es un numero real positivo. X tiene una cdf complementaria con pardmetro de
forma a > 0 dada por:

1 2<am
PIX > 1] = {za ’ ) ‘ (4.62)
Zmeop >

La cola de X decae algebraicamente con = que es bastante lentamente en com-

paracién con las variables aleatorias exponencial y normal. La variable aleatoria

de Pareto es el ejemplo més destacado de variables aleatorias con “largas colas”.
La cdf y la pdf de la X son:

Fx(z) = {0 L s (4.63)

Debido a su larga cola, la cdf de X se aproxima a 1 poco a poco a medida que
x aumenta.

T
QT T2 Ty,

fx(z) = {0 Lo TS (4.64)

Ejemplo 4.23 Media y varianza de la variable aleatoria de Pareto
Calcular la media y la varianza de la variable aleatoria de Pareto.
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Solucién

o xl R a AT
E[X]:L tata+1dt:/ at—adt:a_lxa_lza_lparaa>1
(4.65)

m Tm m

donde la integral esta definida para aw > 1y

oo e o a « 2
E[X? = / t20¢$—mldt :/ o xml dt = —= $T2 = Xm para o > 2
) ot T a—220"2 a-2

m m

donde el segundo momento estd definido para a > 2.
La varianza de X es entonces:

az?, az2, \’ az?,
V[X]a—2<a—1> = =212 para a > 2. (4.66)

Funciones de una variable aleatoria

Sea X una variable aleatoria y sea g(x) una funcién real definida sobre la recta
real. Definamos Y = ¢(X), es decir, Y se determina mediante la evaluacién
de la funcién g(z) en el valor tomado por la variable aleatoria X. Entonces
Y es también una variable aleatoria. Las probabilidades con las que Y toma
los diferentes valores dependen de la funcién g(x), as{ como de la funcién de
distribucién de X. En esta seccion consideramos el problema de encontrar la cdf
y la pdf de Y.

Ejemplo 4.24 Sea la funcién h(z) = (z)*, definida como sigue:

(x)+:{0 z <0

x x> 0.

Por ejemplo, sea X el niamero de altavoces activos en un grupo de N altavoces y
sea Y el nimero de altavoces activos por encima de M, entonces Y = (X — M)+,
En otro ejemplo, sea X una entrada de tensién de un rectificador halfwave,
entonces Y = (X)7 es la salida.

Ejemplo 4.25 Consideremos la funcién lineal ¢(z) = axz + b, donde a y b son
constantes. Esta funcién se presenta en muchas situaciones. Por ejemplo, c(x)
podria ser el costo asociado con la cantidad x, con la constante a representando
el costo por unidad de x y b siendo un componente de costos fijos. En un contexto
de procesamiento de senales, ¢(x) = ax podria ser la versién ampliada (si a > 1)
o la versién atenuada (si a < 1) de la tensién de .
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La probabilidad de un suceso C' que involucra a Y es igual a la probabilidad
del suceso equivalente B de los valores de X tal que g(X) se encuentra en C:

PlY € C]=P[g(X) e C] = P[X € B].

Tres tipos de sucesos equivalentes son ttiles para determinar la cdf y la pdf de
Y = g(X): (1) El suceso {g(X) = yi} se utiliza para determinar la magnitud
del salto en un punto y; donde la cdf de Y se sabe discontinua; (2) el suceso
{g(X) <y} se utiliza para calcular la funcién de distribucién de Y directamente;
y (3) el suceso {y < g(X) <y + h} es 1til para determinar la pdf de Y. Vamos
a demostrar el uso de estos tres métodos en una serie de ejemplos.

Los dos ejemplos siguientes demuestran cémo la pmf se calcula en los casos en
los que Y = g(X) es discreta. En el primer ejemplo, X es discreta. En el segundo
ejemplo, X es continua.

Ejemplo 4.26 Sea X el niimero de altavoces activos en un grupo de N altavoces
independientes. Sea p la probabilidad de que un altavoz esté activo. En el ejemplo
2.30 se demostré que X tiene una distribucién binomial con pardmetros N y p.
Supongamos que un sistema de transmisién de voz puede transmitir hasta M
senales de voz a la vez y que cuando X supera M, X — M senales seleccionadas
al azar se descartan. Sea Y el nimero de senales descartadas, entonces

Y = (X — M)*.
Y toma valores en el conjunto Sy = {0,1,...,N — M}. Y serd igual a cero

cuando X sea menor o igual a M, e Y igual a k > 0 cuando X es igual a M + k.
Por lo tanto

Ply =0]=P[X €{0,1,....M}] =) p;

PlY =kl =P[X =M +k|=pysr 0<k<N-—M.

donde p; es la pmf de X.

Ejemplo 4.27 Sea X una muestra de la tensiéon de una onda del habla y su-
pongamos que X tiene una distribucién uniforme en el intervalo [—4d, 4d]. Sea
Y = ¢(X), donde el cuantificador de entrada-salida caracteristico es el que se
muestra en la figura 4.9. Calcula la pmf de Y.

Solucién

El suceso {Y = ¢} para ¢ € Sy es equivalente al suceso {X € I,} donde I, es
un intervalo de puntos mapeado a la representacién del punto ¢. La pmf de Y
es por lo tanto calculada mediante la evaluacién de

PIY == [ fxttt
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¥ Y
%
7
ir<v f/
v — kb /.'
(X= 4 A
a //, H | T
, ) b
/a’ a
Figura 4.10 El suceso
- equivalente para {Y < y} es el
suceso {X < (y —b)/a}, si
a> 0.

Es facil ver que el punto de representacién tiene un intervalo de longitud d
mapeados a él. Asi, los ocho resultados posibles son igualmente probables, es
decir, P[Y = ¢] = 1/8 para q € Sy.

En el ejemplo 4.27, cada trozo constante de la funcién ¢(X) produce una
funcién delta en la pdf de Y. En general, si la funcién g(X) es constante durante
ciertos intervalos y si la pdf de X es distinto de cero en estos intervalos, entonces
la pdf de Y contendra funciones delta. Y entonces serd discreta o de tipo mixto.

La cdf de Y se define como la probabilidad del suceso {Y < y}. En princi-
pio, siempre se puede obtener mediante el calculo de la probabilidad del suceso
equivalente {g(X) < y} como se muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.28 Una funcién lineal

Sea Y la variable aleatoria definida por
Y =aX + 0,

donde a es una constante diferente de cero. Suponiendo que X tiene funcién de
distribucién Fx (x), calcula Fy (y).

Solucién

El suceso {Y < y} se produce cuando A = {aX + b < y} ocurre. Si a > 0,
entonces A = {X < (y —b)/a} (ver fig. 4.10), y por lo tanto

Fy(y):P[ng_b} = Fx (y_b) a>0.

a a
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Por otro lado, si a < 0, entonces A ={X > (y —b)/a} y
—b -b
FY(y)P{XZ—y }1Fx<—y ) a<0.
a a

Se puede obtener la pdf de Y derivando con respecto a y. Para ello tenemos que
utilizar la regla de la cadena:

aF _dr i
dy  dudy’

donde u es el argumento de F. En este caso, u = (y—b)/a, y se obtiene entonces

Mw{hﬁﬁ)aw

a

hwz%h@;)aw.

Estos dos resultados se puede escribir de forma compacta como

1 y—2>b
= — . 4.67
Frin = gt (457 (1.67)
Ejemplo 4.29 TUna funcién lineal de una variable aleatoria Normal
Sea X una variable aleatoria con una pdf normal con media m y desviacién
tipica o:
1

fx(x) = e 20t g < o0 (4.68)
V2mo

Sea Y = aX + b calcula la pdf de Y.

Solucién
Sustituyendo la ecuacién (4.68) en la ecuacién (4.67) se obtiene

~(y—b—am)?/2(ac)*

1
fr(y) = me

Nétese que Y también tiene una distribucién normal con media b+ am y desvia-
cién tipica |a|o. Por lo tanto, una funcidn lineal de una variable aleatoria Normal
es también una variable aleatoria Normal.
Ejemplo 4.30 Sea Y la variable aleatoria definida por

Y = X2,
donde X es una variable aleatoria continua. Calcula la cdf y la pdf de Y.

Solucién

El suceso {Y < y} ocurre cuando {X? < y} o, equivalentemente, cuando
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Figura 4.11 El suceso
equivalente para {Y < y} es el

suceso {—/y < X < \/y}, si

y>0.

{—=v¥ < X < /y} para y no negativo, ver fig. 4.11. El suceso es el conjunto
vacio cuando y es negativo. Asi

0 y <0

Frly) = {Fx(\/@) — Fx(—\/g) y >0

y derivando con respecto a vy,

ol = B B
_ x| Ix(=VE) (4.69)

PN 2./y

Ejemplo 4.31 Variable aleatoria chi-cuadrado

Sea X una variable aleatoria Normal con media m = 0 y la desviacién tipica
o = 1. Se dice que X es una variable aleatoria Normal estdndar. Sea ¥ = X?2.
Calcula la pdf de la Y.

Solucién
Sustituyendo la ecuacién (4.68) en la ecuacién (4.69) se obtiene
d 47
= > 0. . 0
Vemos que fy(y) es la pdf de una variable aleatoria chi-cuadrado con un grado
de libertad.

El resultado del ejemplo 4.30 sugiere que si la ecuacién yo = g(x) tiene n
soluciones, xg, 1, . .., T,, entonces fy (yo) serd igual a n términos del tipo de los
que aparecen en el lado derecho de la ecuacién (4.69). Vamos a demostrar que
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¥ mxl

vy +aly

vy ay  dyy o ol oy ¥y xy + vy

Figura 4.12 El suceso equivalente de {y <Y <y + dy} es
{t1 < X <z +drifU{ze+dre < X <z} U{xs < X < 23 + dxs}.

esto es cierto en general mediante el uso de un método para obtener directamente
la pdf de Y en términos de la pdf de X.

Consideremos una funcién no lineal ¥ = ¢(X) como la que se muestra en
la figura 4.12. Consideraremos el suceso C, = {y <Y < y +dy} y sea By, su
suceso equivalente. Para la y representada en la figura, la ecuacién g(z) = y
tiene tres soluciones x1, 2 y 3 y el suceso equivalente B, tiene un segmento
que corresponde a cada solucion:

By:{l'l<X<$1+d1'1}U{ZL‘2+dSC2<X<ZL‘2}
U{$3<X<.T3+d$3}.

La probabilidad de que el suceso C, es aproximadamente

P[C,] = fy(y)|dyl, (4.71)

donde |dy| es la longitud del intervalo y < Y < y + dy. Del mismo modo, la
probabilidad del suceso B, es aproximadamente

P[By] = fx(x1)|dz| + fx (w2)|dxa| + fx (v3)|dxs|. (4.72)

Como Cy y B, son sucesos equivalentes, sus probabilidades deben ser iguales.
Al equiparar las ecuaciones (4.71) y (4.72) obtenemos

Fr(y) = Xk: |§;/(Z| - (4.73)
¥ vt i
k T=x)

Es claro que si la ecuacién g(x) = y tiene n soluciones, la expresién para la pdf
de Y en esos puntos estd dado por las ecuaciones (4.73) y (4.74) y contiene n
términos.
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2w —cos-ly 2w

0.5 |-

Figura 4.13 y = cosx tiene dos raices en el intervalo (0, 27).

Ejemplo 4.32 Sea Y = X2 como en el ejemplo 4.31. Para y > 0, la ecuacién
y = 2 tiene dos soluciones, o = \/y y #1 = —/y, por tanto la ecuacién (4.73)
tiene dos términos. Puesto que dy/dx = 2z, la ecuacién (4.73) lleva a

fy(y) = f);(\;/y??) n fX;\/_;/@.

Este resultado es acorde con la ecuacién (4.69). Para utilizar la ecuacién (4.74),
observamos que

dx d 1
=t
dy dy vy 2\/y

que cuando se sustituye en la ecuacién (4.74) entonces se obtiene la ecuacién
(4.69) de nuevo.

Ejemplo 4.33 Muestras de la amplitud de una onda sinusoidal

Sea Y = cos(X), donde X se distribuye uniformemente en el intervalo (0, 27].
Y puede ser visto como la muestra de una forma de onda sinusoidal en un instante
de tiempo aleatorio que se distribuye uniformemente a lo largo el periodo de la
sinusoide. Calcula la pdf de Y.

Solucién

Se puede observar en la figura 4.13 que para —1 < y < 1 la ecuacién y = cos(x)
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tiene dos soluciones en el intervalo de interés, zg = cos™'(y) y 1 = 27 — 0.
Como

@Ho = —sin(zg) = —sin(cos ' (y)) = —v/1 — 2,

dz
y puesto que fx(x) =1/2m en el intervalo de interés, la ecuacién (4.73) lleva a
1 1
fr(y) = +
) 21 —y2  2my\/1—y?
1

= ———=npara —1<y<Ll

w1 —y?

La cdf de Y se calcula integrando lo anterior:

0 y<—1
Fy(y) =44+ —1<y<1
1 y > 1.

Se dice que Y tiene la distribucién arcoseno.

Las desigualdades de Chebyshev y Markov

En general, la media y la varianza de una variable aleatoria no proporcionan
informacién suficiente para determinar la cdf o la pdf. Sin embargo, la media
y la varianza de una variable aleatoria X mnos permiten obtener los limites de
las probabilidades de la forma P[|X]| > t]. Supongamos primero que X es una
variable aleatoria no negativa con media E[X]. La desigualdad de Markov
establece que
ElX]

a

P[X >da] < para X no negativa. (4.75)

Obtenemos la ecuacién (4.75) de la siguiente manera:
BIX = [ thxde+ [ erxar= [ i
0 a a

> /Oo afx(t)dt = aP[X > dl.

La primera desigualdad resulta de descartar la integral de cero a a; la segunda
desigualdad resulta de la sustitucién de ¢ con el nimero més pequeno a.

Ejemplo 4.34 La altura media de los nifios en una clase de guarderia es de 3
pies y 6 pulgadas. Calcula la cota de la probabilidad de que un nino de la clase
mida mas de 9 pies. La desigualdad de Markov da P[H > 9] < 42/108 = 0.389.
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La cota en el ejemplo anterior parece ser ridicula. Sin embargo, una cota, por
naturaleza, debe tomar el peor de los casos en consideracién. Podemos construir
una variable aleatoria para la cual la cota dada por la desigualdad de Markov es
exacta. La razdén por la que sabemos que la cota del ejemplo anterior es ridicula
es porque conocemos la variabilidad de la altura de los ninos respecto a su media.

Supongamos ahora que la media E[X] = m y que la varianza V[X] = 02 de la
variable aleatoria son conocidas y que estamos interesados en acotar P[|X —m/| >
a]. La desigualdad de Chebyshev establece que

[

o
PlIX —m|>a] < ot (4.76)
La desigualdad de Chebyshev es una consecuencia de la desigualdad de Markov.
Sea D? = (X —m)? la desviacién con respecto a la media al cuadrado. Entonces,
la desigualdad de Markov aplicada a D? da
)2 2
PID? > a?) < PIEX M) _ o
a
La ecuacién (4.76) se obtiene cuando se observa que {D? > a?} y {IX —ml > a}
son sucesos equivalentes.
Supongamos que una variable aleatoria X tiene varianza cero, entonces la
desigualdad de Chebyshev implica que

P[X =m] =1, (4.77)

es decir, la variable aleatoria es igual a su media con probabilidad uno. En otras
palabras, X es igual a la constante m en casi todos los experimentos.

Ejemplo 4.35 El tiempo medio de respuesta y la desviacion tipica en un sistema
informético multiusuario son 15 segundos y 3 segundos, respectivamente. Estima
la probabilidad de que el tiempo de respuesta supere en més de 5 segundos a la
media.

Solucién
La desigualdad de Chebyshev con m = 15 segundos, ¢ = 3 segundos y a = 5
segundos da

9
P[|X — 15| > 5] < — = 0.36.

X —15] 25 <
Ejemplo 4.36 Si X tiene media m y varianza o2, la desigualdad de Chebyshev
para a = ko da

1
P[|X —m| > ko] < =R

Supongamos ahora que sabemos que X es una variable aleatoria Normal, en-
tonces para k = 2, P[|X — m| > 20] = 0.0456, mientras que la desigualdad de
Chebyshev da el limite superior de 0.25.
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Ejemplo 4.37 La cota de Chebyshev es ajustada

Sea X la variable aleatoria tal que P[X = —v] = P[X = v] = 0.5. La media
es cero y la varianza es V[X] = E[X?] = (—v)20.5 + v%0.5 = v2.

Nétese que P[|X| > v] = 1. La desigualdad de Chebyshev establece que:

VIX]

PIX| > 0] <1- =3

=1.

Vemos que la cota y el valor exacto coinciden, por lo que la cota es ajustda.

Vemos en el ejemplo 4.35 que para ciertas variables aleatorias, la desigualdad
de Chebyshev puede dar lugar a cotas grandes. Sin embargo, la desigualdad es
1til en situaciones en la que no tenemos conocimiento sobre la distribucién de una
variable aleatoria dada y solo conocemos su media y su varianza. En la seccion
7.2, vamos a utilizar la desigualdad de Chebyshev para demostrar que la media
aritmética de las mediciones independientes de la misma variable aleatoria es
muy probable que se aproxime al valor esperado de la variable aleatoria cuando
el nimero de mediciones es grande.

Si hay mas informacion disponible mas que la media y la varianza, entonces es
posible obtener cotas mas ajustadas que las desigualdades de Markov y Chebys-
hev. Consideremos la desigualdad de Markov de nuevo. La region de interés es
A = {t > a}, asi que sea I4(t) la funcién indicatriz, es decir, [4(t) =1sit € A
y T4(t) = 0 en caso contrario. El paso clave en la derivacién es tener en cuenta
que t/a > 1 en la regién de interés. En efecto, se acota I4(t) por t/a como se
muestra en la figura 4.14. Tenemos entonces:

B[X]

a

HXEM:Amu@k@ﬁSAmgkwﬁ:

Al cambiar el limite superior de I4(t), podemos obtener distintos limites de
P[X > a]. Consideremos el limite I4(t) < e**~%) también en la figura 4.14,
donde s > 0. La cota resultante es:

P[X >a] = /OO Ta(t) fx (t)dt < /OO =) f (t)dt

0
e [T et enar = et e (4.78)
0

Esta cota se llama cota de Chernoff, que puede verse como dependiente de
la esperanza de una funcion exponencial de X. Esta funcién se llama el funcién
generadora de momentos.

Problemas

4.1 Una fuente de informacién produce pares binarios que designamos como
Sx ={1,2,3,4} con las siguientes pmf:

(i) pr = p1/k para todo k € Sx.

(ii) prs1 = pr/2 para k =2,3,4.
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piln = a)

Figura 4.14 Limites en la funcién indicatriz para A = {t > a}.

(iii) prr1 = pr/2" para k = 2,3, 4.

(a) Dibuja la cdf de estas tres variables aleatorias.

(b) Utiliza la cdf para calcular la probabilidad de los sucesos: {X < 1}, {X >
25}, {05 < X <2}y {l<X <4}

4.2 Una variable aleatoria X tiene cdf:

0 <0
1 > 0.

(a) Dibuja la cdf e identifica el tipo de variable aleatoria.
(b) Calcula P[X < 2], P[X =0], P[X <0], P2< X < 6]y P[X > 10].

4.3 Una variable aleatoria X tiene pdf:

fx(z) =

{c(l:cQ) —-1<z<1

0 en otro caso.

(a) Calcula ¢y dibuja la pdf.
(b) Dibuja la cdf de X.
(¢) Caleula P[X = 0], P[0 < X < 0.5], y P[|X — 0.5] < 0.25].

4.4 Calculay dibuja la pdf del problema 4.2. Utiliza la pdf para calcular P[X =
0]y P[X > 8.

4.5 Sea X la variable aleatoria Exponencial.

(a) Calculay dibuja Fx (x| X > t). ;En qué se diferencia Fx (z|X > t) de Fx(z)?

(b) Calcula y dibuja fx(z|X > t).

(¢) Demuestra que P[X > t+ z|X > t] = P[X > z]. Explica por qué esto es
llamado la propiedad de no tener memoria.
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LR E

i Figura 4.15

4.6 Un sistema de transmisién binaria envia un bit “0” bit usando una senal
de tension -1 y un bit ”1”mediante la transmisién de un +1. La senal recibida
estd danada por el ruido N que tiene una distribucién de Laplace con pardametro
. Asume que “0” y “1” son equiprobables.
(a) Calcula la pdf de la senal recibida Y = X + N, donde X es la senal transmi-
tida, dado que se transmite un “0” y, luego, dado que un “1” se transmite.
(b) Supongamos que el receptor decide que se transmitié un “0” si Y < 0y que
se envido un “1” siY > 0. ;Cudl es la probabilidad de que el receptor cometa
un error dado que se transmitiéo un +17 ;Y dado que se transmitié un -17
(¢) ;Cuadl es la probabilidad global de error?

4.7 Calcula la media y la varianza de X en el problema 4.3.

4.8 En la figura 4.15 se muestra un limitador.

(a) Calcula la expresién de la media y la varianza de Y = g(X) para una variable
aleatoria continua X arbitraria.

(b) Evalda la media y la varianza si X es una variable aleatoria de Laplace con
A=a=1

(c) Repite la parte b) si X es la variable del problema 4.3 con a = 1/2.

(d) Evaltia la media y la varianza si X = U® donde U es una variable aleatoria
Uniforme en el intervalo unidad, [-1,1] y a = 1/2.

4.9 Sea X una variable aleatoria Normal con media m =5y o2 = 16.

(a) Calcula P[X > 4], P[X > 7], P[6.72 < X < 10.16], P2 < X < 7]y
P[6 < X <3

(b) Calcula a tal que P[X < a] = 0.8869.

(¢) Calcula b tal que P[X > b] = 0.11131.

(d) Calcula ¢ tal que P[13 < X < ¢] =0.0123.

4.10 Se considera dos chips para uso en cierto sistema. El tiempo de vida del
chip 1 se modela con una variable aleatoria Normal con media 20000 horas y
desviacién tipica de 5000 horas. (La probabilidad de un tiempo de vida negativo
es despreciable.) El tiempo de vida del chip 2 es también una variable aleatoria
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Normal pero con media 22000 horas y una desviacion tipica 1000 horas. ; Qué chip
es preferible si el tiempo de vida objetivo del sistema es 20000 horas? ;Y si es
24000 horas?

4.11 Los pasajeros llegan a una parada de taxi a una velocidad de un pasajero
por minuto. El conductor del taxi no sale hasta que llegan siete pasajeros para
llenar el taxi. Supongamos que el tiempo entre llegadas son variables aleato-
rias exponenciales y sea X el tiempo que se tarda en llenar el taxi. Calcula la
probabilidad de que el taxi tarde mas de 10 minutos en llenarse.

4.12 Dibuja la pdf de la variable aleatoria Beta con: a = b =1/4,1,4,8; a =
5b=La=1,b=3ya=2,b=05.

4.13 FEl beneficio neto en una transaccién es dado por Y = 2 —4X donde X es
la variable aleatoria del problema 4.2. Calcula la cdf y la pdf de Y.

4.14 Sea X es el numero de éxitos en n intentos de Bernouilli donde la pro-
babilidad de éxito es p. Sea Y = X/n el nimero medio de éxitos por intento.
Aplica la desigualdad de Chebyshev al suceso {|Y — p| > a}. ;Qué pasa cuando
n — oo?

4.15 Tres tipos de clientes llegan a una estacion de servicio. El tiempo de servi-
cio para los clientes tipo 1 es una variable aleatoria Exponencial con media 2. Los
de tipo 2 tienen una distribucién de Pareto con a = 3 y z,, = 1. Los clientes de
tipo 3 requieren un tiempo de servicio constante de 2 segundos. Supongamos que
la proporcién de clientes de tipo 1,2y 3 es 1/2,1/8 y 3/8, respectivamente. Cal-
cula la probabilidad de que un cliente arbitrario necesite mas de 15 segundos de
tiempo de servicio. Compara la probabilidad anterior con la cota proporcionada
por la desigualdad de Markov.

4.16 El tiempo de vida X de una bombilla es una variable aleatoria con
PX >t]=2/(2+1t) parat > 0.

Supongamos que se instala tres nuevas bombillas en el tiempo ¢t = 0. En t =1
todas las bombillas aun funcionan. Calcula la probabilidad de que al menos una
bombilla esté funcionando en el tiempo ¢ = 9.

4.17 La variable aleatoria X es Uniforme en el intervalo [0,a]. Supongamos

que a es desconocido, entonces estimamos a como el valor méaximo observado en

n repeticiones independientes del experimento, esto es, estimamos a por ¥ =

mé.X{Xl,XQ, e ;Xn}

(a) Calcula P[Y <y].

(b) Calcula la media y la varianza de Y y explica por qué Y es un buen estimador
para a cuando NN es grande.
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4.18 La muestra X de una sefal es una variable aleatoria Normal con m = 0

y 02 = 1. Supongamos que X se cuantifica con un cuantificador que consiste en

cuatro intervalos: (—oo, —a], (—a, 0], (0,a] y (a, o).

(a) Calcula el valor de a para que la X sea equiprobable en los cuatro intervalos.

(b) Halla el punto de representacién x; = ¢(X) para X en (0,a] que minimiza
el error cuadréatico medio, esto es,

JRCEENINEE

se minimiza. Pista: Deriva la expresion anterior con respecto a x;. Calcula
los puntos de representacién para los otros intervalos.
(c) Evaltia el error cuadrético medio del cuantificador E[(X — ¢(X))?].

4.19 La salida Y de un sistema binario de comunicacién es una variable alea-

toria Normal de varianza 1 con media 0 cuando la entrada es “0” y con media 1

cuando la entrada en “1”. Asumimos que la entrada es “1” con probabilidad p.

(a) Calcula Plentrada es 1ly <Y < y+ h] y Plentrada es Oly <Y <y + hl.

(b) El receptor utiliza la siguiente regla de decisién: “Si Plentrada es 1|y <Y <
y + h] > Plentrada es Oly < Y < y + h], decide que la entrada era un 1;
en otro caso, decide que la entrada fue 0”. Demuestra que esta regla de
decision lleva al siguiente umbral de decisién: “Si Y > T, decide que la
entrada era 1; en otro caso, decide que la entrada era 0”.

(¢) ¢Cuél es la probabilidad de error para la regla de decisién anterior?
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Muchos experimentos aleatorios implican varias variables aleatorias. En algu-
nos experimentos se miden diferentes cantidades. Por ejemplo, puede interesarnos
el voltaje de la senal en varios puntos de un circuito en un determinado tiem-
po. Otros experimentos implican medidas repetidas de cierta cantidad como por
ejemplo el muestreo de la amplitud de una senal de video o audio que varia
en el tiempo. En el capitulo 4 desarrollamos técnicas para calcular la probabili-
dad de sucesos relacionados con una variable aleatoria aislada. En este capitulo,
extenderemos estos conceptos a dos variables aleatorias:

= Utilizaremos las pmf, cdf y pdf conjuntas para calcular las probabilidades de
sucesos que implican un comportamiento conjunto de dos variables aleato-
rias.

= Utilizaremos la esperanza para definir momentos conjuntos que resuman el
comportamiento de dos variables aleatorias.

= Determinaremos cuando dos variables aleatorias son independientes y cuanti-
ficaremos su grado de “correlacién” cuando no sean independientes.

= Obtendremos probabilidades condicionadas que involucren dos variables alea-
torias.

De algin modo, ya hemos cubierto todos los conceptos fundamentales de la
probabilidad y las variables aleatorias y desarrollaremos simplemente el caso
de dos o mas variables aleatorias. Sin embargo, existen técnicas analiticas im-
portantes que necesitamos aprender, por ejemplo, sumatorios dobles de pmf e
integracién doble de pdf, asi que primero discutiremos el caso de dos variables
aleatorias en detalle porque es el caso mas intuitivo ya que podemos dibujarlo
facilmente. El capitulo 6 considera el caso general de variables aleatorias multi-
dimendionales o vectores de variables aleatorias.

Dos variables aleatorias

La nocién de variable aleatoria como una funcién (un mapeo) es fécilmen-
te generalizable al caso en el que existen dos cantidades de interés. Conside-
remos un experimento aleatorio con espacio muestral S y clases de sucesos
F. Estamos interesados en una funcién que asigna un par de nimeros reales
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.Ir;’. o) # Figura 5.1 (a) Una funcién

4 que asigna un par de nimeros
reales a cada elemento de S.
(b) Sucesos equivalentes para
dos variables aleatorias.

X(¢) = (X(€),Y(¢)) a cada elemento muestral ¢ de S. Esencialmente, esta-
mos definiendo una funcién vectorial que mapea S a R?, el plano real, como se
muestra en la figura 5.1. En ultima instancia, estamos interesados en sucesos
relacionados con el par (X,Y).

Ejemplo 5.1 Sea un experimento aleatorio que consiste en seleccionar aleatoria-
mente el nombre de un estudiante. Sea ( el resultado del experimento y definimos
las siguientes funciones:

H(¢) = altura en centimetros del estudiante ¢

W(¢) = peso en centimetros del estudiante ¢

(H(¢),W(()) asigna un par de ntimeros a cada ¢ en S.

Estamos interesados en sucesos relacionados con el par (H,W). Por ejemplo,
el suceso B = {H < 183, W < 82} representa a los estudiantes que miden menos
que 183 cm y pesan menos de 82 kg.

Ejemplo 5.2 Una pédgina web proporciona al usuario la posibilidad de elegir
entre ver un anuncio corto o ir directamente a la pagina. Sean ( los patrones de
llegada de usuarios en T segundos, e.g. numero de llegadas, lista de tiempo de
llegadas y tipos de llegada. Sea N1(¢) el nimero de veces que la pagina web es
requerida directamente y sea N3(¢) el nimero de veces que se elige el anuncio.
(N1(¢), N2(¢)) asigna un par de niimeros enteros no negativos a cada ¢ de S.
Supongamos que una peticion de tipo 1 aporta 0.001 céntimos en ingresos y
una solicitud de tipo 2 aporta 1 céntimo. Da una expresion para el suceso “los
ingresos de T segundos son inferiores a 100 euros”.
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Figura 5.2 Ejemplos de sucesos bidimensionales.

Solucién
El total de ingresos en T segundos es 0.001 N7 + 1 N> y, por tanto, el suceso de
interés es B = {0.001N; + 1N < 10000}.

Ejemplo 5.3 Sea ( la longitud de un mensaje seleccionado aleatoriamente. Su-
pongamos que los mensajes estan divididos en paquetes de longitud méxima M
bytes. Sea ) el nimero de paquetes enteros en un mensaje y R el nimero de
bytes restantes. (Q(¢), R(¢)) asigna un par de ndmeros a cada ¢ de S. @ toma
valores en el rango 0,1,2,... y R toma valores en el rango 0,1,...,M — 1. Un
suceso de interés podria ser B = {R < M/2}, “el ultimo paquete estd lleno hasta
menos de la mitad”.

Ejemplo 5.4 Sea ¢ = ((1,(2) el resultado de un experimento aleatorio que
consiste en hacer girar dos veces de forma independiente una rueda de la fortuna.
Cada “tirada” de la rueda da como resultado un nimero en el intervalo (0, 27].
Definimos un par de nimeros (X,Y") en el plano como sigue:

1/2 1/2
X() = (2111 i_—ﬁ) cosCa Y (¢) = (2111 i—ﬂ) sen (.

1 1

La funcién vectorial (X (¢),Y(¢)) asigna un par de nimeros en el plano a cada
¢ de S. El término de la raiz cuadrada corresponde al radio y el de (3 al dngulo.

Veremos que (X,Y’) modela las tensiones de ruido de los sistemas de comuni-

cacién digital. Un suceso de interés aqui podria ser B = {X?2 + Y2 < r?}, “la

potencia total del ruido es inferior a r2”.

Los sucesos relacionados con un par de variables aleatorias (X,Y") se especifi-
can por las condiciones en las que estamos interesados y son representados por
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regiones en el plano. La figura 5.2 muestra tres ejemplos de sucesos:

A={X+Y <10},
B ={min(X,Y) <5},
C={X?+Y? <100}

El suceso A divide el plano en dos regiones mediante una linea recta. Obsérvese
que el suceso del ejemplo 5.2 es de este tipo. El suceso C' define un disco centrado
en el origen y se corresponde con el suceso del ejemplo 5.4. El suceso B se calcula
observando que {min(X,Y) <5} = {X <5} U{Y < 5}, esto es, el minimo de
X e Y es menor o igual que 5 si, o bien X y/o Y es/son menores o iguales a 5.

Para determinar la probabilidad de que el par X = (X,Y) esté en una regién
B en el plano, procedemos como en el capitulo 3 cuando halldbamos el suceso
equivalente de B en el espacio muestral S:

A=X"Y(B) ={¢: (X(¢),Y(Q) € B}. (5.1a)

La relacién entre A = X~1(B) y B se muestra en la figura 5.1(b). Si A estd en
F, entonces tiene una probabilidad asignada a él y obtenemos:

P[X € B] = P[A] = P[{¢: (X((),Y () € B}]. (5.1b)

El método es idéntico al que utilizamos en el caso de variables aleatorias unidi-
mensionales. La tnica diferencia es que consideramos el comportamiento conjunto
de X eY que es inducido por el experimento aleatorio subyacente.

Para deducir el comportamiento conjunto de dos variables aleatorias podemos
usar el diagrama de dispersién. Un diagrama de dispersién coloca un punto en
cada par observado (z,y), resultante del experimento generador de (X,Y). La
figura 5.3 muestra los diagramas de dispersion de 200 observaciones de cuatro di-
ferentes pares de variables aleatorias. El par de la figura 5.3(a) parece distribuirse
uniformemente en el cuadrado unidad. El par de la figura 5.3(b) estéd claramente
confinado a un disco de radio 1 y parece estar mas concentrado alrededor del
origen. El par de la figura 5.3(c) se concentra alrededor del origen y parece tener
simetria circular, pero no estd acotado a una regién cerrada. El par en la figu-
ra 5.3(d) también se concentra en el origen y parece poseer una clara relacién
lineal de algun tipo, esto es, los valores altos de x tienden a ser directamente
proporcionales a los valores de y. Presentaremos mas adelante algunas funciones
y momentos para caracterizar el comportamiento de variables aleatorias biva-
riantes ilustradas en estos ejemplos.

La funciéon de masa de probabilidad conjunta, la funcién de distribucién con-
junta y la funcién de densidad conjunta proporcionan métodos para especificar
la ley de probabilidad que gobierna el comportamiento del par (X,Y"). Nuestro
método general es como sigue. Primero nos centramos en sucesos que correspon-
den a rectangulos en el plano:

B={XecA}n{Y € A} (5.2)
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Figura 5.3 Diagramas de dispersién de 200 observaciones de cuatro diferentes pares de
variables aleatorias.

donde Ay es un suceso unidimensional (i.e. un subconjunto de la recta real).
Decimos que estos sucesos estan en forma de producto. El suceso B se verifica
cuando ambos, {X € A1} y {Y € Ay}, ocurren a la vez. La figura 5.4 muestra
algunos sucesos bidimensionales en forma de producto:

P[B] = P{X € A} N{Y € A}] 2 P[X € A,,Y € 4,). (5.3)

Definiendo A de manera apropiada obtenemos la pmf conjunta, la cdf conjunta
y la pdf conjunta de (X,Y).
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Figura 5.4 Algunos sucesos bidimensionales en forma de producto.

Pares de variables aleatorias discretas

Sea X = (X,Y) un vector de variables aleatorias que toma valores en un con-
junto numerable Sxy = {(zj,yx),j = 1,2,...,k = 1,2,...}. La funcién de
masa de probabilidad conjunta de X proporciona el valor de las probabili-
dades de los sucesos {X =z} U{Y = y}:

pxy(@,y) = PUX =2} U{Y =y}]
L2 PX =xY =y] para (z,y) € R% (5.4a)

Los valores de la pmf en el conjunto Sx y proporcionan la informacién necesaria:

pxy (@), yi) = P{X = 2;} U{Y =y }]
2 P[X =x;,Y =yi] para (zj,y5) € Sx,y.  (5.4b)

Existen varias formas de mostrar graficamente la pmf: (1) Para espacios mues-
trales pequenos podemos representar la pmf en forma de tabla como se muestra
en la figura 5.5(a). (2) Podemos representar la pmf utilizando flechas de altura
px,v(xj,yr) colocadas en los puntos {(z;,yx)} del plano, como se muestra en la
figura 5.5(b), pero puede ser dificil de dibujar. (3) Otra opcién es colocar pun-
tos en {(z;,yx)} v etiquetarlos con el valor de la pmf correspondiente como se
muestra en la figura 5.5(c).

La probabilidad de cualquier suceso B es la suma de la pmf en los elementos
muestrales en B:

P[X € B] = Z ZPX,Y(-Tjayk)- (5.5)
(Ijvyk) €B

Con frecuencia es util dibujar la region que contiene los puntos en B, como se
muestra, por ejemplo, en la figura 5.6. Cuando el suceso B es todo el espacio
muestral Sy y, tenemos:

Z D opxv(zi,m) = 1. (5.6)
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Figura 5.5 Representaciones gréficas de la pmf: (a) en forma de tabla; (b) uso de
flechas para mostrar altura; (c) puntos etiquetados con el valor de la pmf.
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Ejemplo 5.5 Un conmutador de paquetes tiene dos puertos de entrada y dos
puertos de salida. En un intervalo de tiempo dado un paquete llega a cada
puerto de entrada con una probabilidad de 1/2, y es igualmente probable que
sea destinado al puerto de salida de 1 o 2. Sean X e Y el nimero de paquetes
destinados a las salidas 1 y 2, respectivamente. Buscar la pmf de X e Y, y
mostrarla graficamente.

Solucién

El resultado I; para el puerto de entrada j puede tomar los siguientes valores:
“n”, ninguna llegada de paquetes (con una probabilidad de 1/2), “al”, llegada
de un paquete destinado al puerto de salida 1 (con una probabilidad de 1/4), “a2
7, llegada de un paquete destinado al puerto de salida 2 (con una probabilidad
de 1/4). El espacio muestral S subyacente consiste en el par de los resultados de
entrada ¢ = (I1, I2). La asignacién de (X,Y) se muestra en la siguiente tabla:

¢ (nn) (nmal) (n,a2) (al,n) (al,al) (al,a2) (a2;n) (a2,al)  (a2,a2)
X, Y (0,00 (1,00 (0,1) (1,0) (2,0) (1,1) (0,1) (1,1) (0,2)
La pmf de (X,Y") es entonces:
pxy(0,0) = PIC= (n,m)] = 55 =
pxy(0,1) = PIC € {(n,a2), (2, m)}] = 25 = .
px.v(1,0) = P[¢ € {(n,al),(al,n)}] = i,

pxy(1,1) = PC € {(al, a2), (a2,a1)}] = é

pxy(0,2) = PIC = (2,02)] = 1,

px.y(2,0) = P[C = (al,al)] = 1_16

La figura 5.5(a) muestra la pmf en forma de tabla, donde el nimero de filas y
columnas contienen el rango de X e Y, respectivamente. Cada entrada en la tabla
da el valor de la pmf para el valor de x e y correspondiente. La figura 5.5(b) mues-
tra la pmf utilizando flechas en el plano. Se coloca una flecha de altura px y (4, k)
en cada uno de los puntos de Sx y = {(0,0),(0,1),(1,0), (1,1),(0,2),(2,0)}. La
figura 5.5(c) muestra la pmf con puntos etiquetados en el plano. Se coloca un
punto con la etiqueta px y (7, k) en cada uno de los puntos de Sx y.

Ejemplo 5.6 Un experimento aleatorio consiste en lanzar dos dados “trucados”.
La pmf conjunta px,y(j,k) para j =1,...,6 y k = 1,...,6 viene dada por la
tabla de doble entrada que se muestra en la figura 5.6. La posicién (j, k) de la
tabla contiene el valor de px vy (j, k). Calcula la Plmin(X,Y") = 3].



168 Variables aleatorias bidimensionales

42 142 1142 1142 42 241
i [ ] L] L] L] L]
142 12 1142 42 I
L] L] L] L] L L]
3 1142 4 242 §2 |42
aw L ] L ] L ] L] L ]
4.1 144 4z 14 k2 i
LR ] - ] ] - ]
| 2i42 4 i
iy ] L] . . L] .
i ; : * . " Figura 5.6 Mostrando la pmf
42 1idl |4 1 i ! ,
.“'4 e W s LEMTE - - a través de un esquema que
: ' ) ' 3 o contiene los puntos en B.
Solucién

La figura 5.6 muestra la regién que corresponde al conjunto {min(z,y) = 3}. La
probabilidad de este suceso estd dada por:

P[min(X, Y) = 3] = px,y(G, 3) + px,y(E), 3) + px,y(4, 3)
+px,v(3,3) +px,v(3,4) + px,v(3,5) + px,v(3,6)

6 1 +2_8
- \42 42 427

5.2.1 Funcién de masa de probabilidad marginal

La pmf conjunta de X proporciona la informacién sobre el comportamiento
conjunto de X e Y. También estamos interesados en la probabilidad de sucesos
relacionados con cada una de las variables aleatorias de manera aislada. Estos
se pueden calcular en términos de las funciones de la masa de probabilidad

marginales:
px(z;) = P[X = ;]
= P[X =z;,Y = cualquiera]
=P{X=z;yY=y}U{X=2;yY =y} U..]

= ZPX,Y(xjvyk)v (5.7a)
k=1
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y de forma similar

py (yr) = PlY = yi]

= ZPX,Y(ZEj,yk)- (5.7b)
j=1

Las pmf marginales satisfacen todas las propiedades de las pmf unidimensionales
y proveen de la informacién necesaria para calcular la probabilidad de sucesos
relacionados con la variable aleatoria correspondiente.

La probabilidad px,y(xj,yr) se puede interpretar como el limite de la fre-
cuencia relativa del suceso conjunto {X = X;} N{Y = Y3} en una serie de
repeticiones del experimento aleatorio. La ecuacién (5.7a) corresponde al hecho
de que la frecuencia relativa del suceso {X = X} se calcula sumando las fre-
cuencias relativas de todos los pares de resultados en los que aparece X;. En
general, es imposible deducir las frecuencias relativas de pares de valores X e Y
a partir de las frecuencias relativas de X e Y aisladas. Lo mismo se verifica para
las pmf: en general, conocer las pmf marginales es insuficiente para especificar
la pmf conjunta.

Ejemplo 5.7 Calcula la pmf marginal de los puertos de salida (X,Y") del ejem-
plo 5.5.

Solucién
La figura 5.5(a) muestra que la pmf marginal se calcula sumando las filas o las
columnas de la tabla. Por ejemplo, sumando la columna correspondiente a x = 1
se tiene:

3
px(1)=PX =1 =pxyv(1,0)+pxy(l,1)=—-+ <= 3

o =
oo =

De forma similar, sumando la fila de y = O:

1 1 1 9
Py —0] — 1 2,0)= 7+ +7-= .
py(O) [ 0] pX,Y(OaO) +pX1Y( 50) +pX,Y( 70) 4 =+ 4 + 16 16

La figura 5.5(b) muestra la pmf marginal utilizando flechas en la recta real.

Ejemplo 5.8 Calcula la pmf marginal en el experimento con los dados no equi-
librados del ejemplo 5.6.

Solucién
La probabilidad de que X =1 se calcula sumando la primera fila:
2 1 1 1
PX=1]=—+— ===
[ ) 42 - 42 + + 42 6
De forma similar, concluimos que P[X = j] = 1/6 para j = 2,...,6. La proba-

bilidad de que Y = k se calcula sumando la columna k-ésima. Vemos entonces
que P[Y = k] =1/6 para k = 1,2,...,6. Entonces, cada dado de forma aislada
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parece equilibrado en el sentido que cada cara es igualmente probable. Si sélo
conociéramos las pmf marginales no tendriamos idea alguna de que los dados
estan “trucados”.

Ejemplo 5.9 En el ejemplo 5.3, sea N el niimero de bytes en un mensaje con
distribucién geométrica de pardmetro 1 — p y rango Sy = {0,1,2,...}. Calcula
la pmf conjunta y la pmf marginales de Q y R.

Solucién

Si un mensaje tiene N bytes, entonces el nimero de paquetes enteros es el co-
ciente, @, de la divisién de N entre M y el nimero de bytes restantes, R, es el
resto. La probabilidad del par {(g,r)} viene dada por

PlQ=g¢,R=1]=P[N =qM +r] = (1 —p)p",
La pmf marginal de @Q es

PlQ=4q] =PIN € {gM,gM +1,...,qM + (M —1)}]

M—1
DI
k=0
lepM My M
=(1—-p)p? ﬁ:(lfp ™) ¢=0,1,2,...

La pmf marginal de @ es geométrica con pardmetro p™. La pmf marginal de R
es:

P[R=r]=P[N € {r,M +7r,2M +r,...}]

= T 1_p) T
Z(l—p)qu"' :ipMp r=0,1,...,M — 1.
q=0

R tiene una pmf geométrica truncada. Como ejercicio, queda verificar que las
pmf marginales de arriba suman 1.

La cdf conjuntade X e Y

En el capitulo 3 vimos que los intervalos semi-infinitos de la forma (—oo, z] son
los ladrillos basicos con los cuales se construyen otros sucesos unidimensionales.
Definiendo la cdf Fx(z) como la probabilidad de (—oo,z], éramos capaces de
expresar las probabilidades de otros sucesos en términos de la cdf. En esta seccién
repetimos aquella seccion para el caso de variables aleatorias bidimensionales.

La pieza bésica para sucesos relacionados con variables aleatorias bidimensio-
nales es el rectdngulo semi-infinito definido por {(z,y) : < x1 e y < y1}, como
se muestra en la figura 5.7. Usaremos la siguiente notacién {x < a1,y < y1 } para
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Figura 5.7 La funcién de
distribucién conjunta se define
como la probabilidad del
rectdngulo semi-infinito
definido por el punto (z1,y1).

referirnos a esta regién. La funcién de distribuciéon conjunta de X e Y se
define como la probabilidad del suceso {X < z1} N{Y <y }:

Fxy(xz1,y1) = P[X <x1,Y <. (5.8)

En términos de la frecuencia relativa, Fx y (r1,y1) representa el limite de la
proporcién de tiempo en el que el resultado del experimento aleatorio arroja
un punto X que cae en la region rectangular de la figura 5.7. En términos de
probabilidad, Fx y (z1,y1) representa la cantidad de masa contenida en la regién
rectangular.

La cdf conjunta satisface las siguientes propiedades.

(i) La cdf conjunta es una funcién no decreciente de z e y:
Fxy(z1,y1) < Fxy(z2,y2) siz1 < a2y y1 < yo, (5.9a)
(ii)
Fxy(x1,—00) =0, Fxy(—oo,y1)=0, Fxy(co,00)=1. (5.9b)

(iii) Obtenemos las funciones de distribucién marginales eliminando la res-
triccién en una de las variables. Las cdf marginales son las probabilidades
de las regiones representadas en la figura 5.8:

Fx(z1) = Fx,y(z1,00) y Fy (y1) = Fx,y (00, y1). (5.9¢)
(iv) La cdf conjunta es continua por el “norte” y por el “este”, esto es,

lim Fxy(e,y) = Fxy(ey)y lm Fxy(zy) = Fxy(z,). (5.9)

z—at
(v) La probabilidad del rectdngulo {z1 < & < x9,y1 < y < y2} viene dada por:
Plry <X <z, <Y <y =

Fxy(x2,y2) — Fxy(x2,91) — Fx,y(x1,42) + Fxy(z1,91)-
(5.9¢)
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Fuia PlX=g, F==| Fdnl=MNi<=}

Figura 5.8 Las cdf marginales son las probabilidades de estos semiplanos.

La propiedad (i) se deduce porque el rectdngulo semi-infinito definido por (z1, y1)
estd contenido en el definido por (z2,ys2) y aplicando el corolario 7. Las propie-
dades (ii) a (iv) se obtienen tomando limites. Por ejemplo, la secuencia {x <
x1 vy y < —n} es decreciente y se aproxima al conjunto vacio ), entonces

FX,y(xl, —OO) = 1i>m F)Qy(l‘l, —n) = P[@] =0.

Para la propiedad (iii) tomamos la secuencia {z < x; e y < n} que aumenta
hasta {z < 1}, entonces

lim FX,y(,CEl,n) :P[X S ,CCl] = Fx(.’L'l).

n—r oo

Parala propiedad (v), ndtese en la figura 5.9(a) que B = {1 < z < x9,y < y1} =
{X <29, Y <y} —{X <21,Y <11}, de modo que P[B] = Plz1 <z < 29,y <
y1] = Fx,y (z2,y1) — Fx,v (z1,91). En la figura 5.9(b), nétese que Fy y (z2,y2) =
P[A] + P[B] + Fx,y(z1,y2). La propriedad (v) se obtiene resolviendo P[A] y
sustituyendo en la expresién para P[B].

Ejemplo 5.10 Dibuja la cdf de X e Y del ejemplo 5.6. Calcula la cdf marginal
de X.

Solucién

Para calcular la cdf de X, identificamos las regiones en el plano de acuerdo a

qué puntos de Sx y estdn incluidos en la regién rectangular definida por (z,y).

Por ejemplo,

= Las regiones fuera del primer cuadrante no incluyen ninguno de los puntos,
por lo que Fx y(z,y) = 0.

= La region {0 < 2 < 1,0 < y < 1} contiene el punto (0,0), por lo que
FX,y(,CE,y) = 1/4
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Figura 5.9 La cdf conjunta se puede usar para determinar la probabilidad de varios
SuCesos.
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La figura 5.10 muestra la cdf después de examinar todas las regiones posibles.

Tenemos que considerar varios casos para calcular Fx(z). Para z < 0, se
tiene Fx(z) = 0. Para 0 < z < 1, tenemos Fx(x) = Fx y(z,00) = 9/16. Para
1 <z < 2, tenemos Fx(z) = Fx y(z,00) = 15/16. Por ultimo, para = > 1, se
tiene Fx(x) = Fx,y(z,00) = 1. Por lo tanto, Fx(x) es una funcién definida a
trozos y X es una variable aleatoria discreta con px (0) = 9.16, px (1) =6/16 y
px(2) = 1/16.
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Figura 5.11 cdf conjunta de dos variables aleatorias uniformes.

Ejemplo 5.11 La cdf conjunta para el par de variables aleatorias X = (X,Y)

viene dada por

0 2<0o0y<0

zy 0<2x<1,0<y<1

Fxy(z,y)=qz 0<az<ly>1 (5.10)
0<y<l,z>1

1 z>1y>1.

Dibuja la cdf conjunta y calcula la cdf marginal de X.

Solucién
La figura 5.11 muestra una grafica de la cdf conjunta de X e Y. Fx y(z,y)

es continua para todos los puntos del plano. Fx y(x,y) = 1 para todo z > 1 e
y > 1, lo que implica que tanto X como Y asumen valores menores o iguales a

uno.
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La cdf marginal de X es:

0 <0
Fx(x):FX,y(w,OO): x 0§:C§1
1 z>1.

X se distribuye uniformemente en el intervalo unitario.

Ejemplo 5.12 La cdf conjunta para el vector aleatorio X = (X,Y") viene dada
por

(1—e 2)(1- e Py £>0,y>0

FX,Y(za y) =
0 en otro caso.

Calcula las cdf marginales.

Solucién
La cdf marginal se obtiene haciendo que una de las variables tienda a infinito:
Fx(z) = lim Fyy(z,y)=1—¢"% >0
Y—00
Fy(y) = lim Fxy(z,y)=1—¢eP¥ y>0.
Tr—r00

X e Y de forma individual tienen una distribucién exponencial con pardmetros
a 'y 3, respectivamente.

Ejemplo 5.13 Calcula la probabilidad de los sucesos A = {X < 1,V < 1},
B={X>zY >y}, dondez>0yy>0,yD={1<X<22<Y <5}en
el ejemplo 5.12.

Solucién
La probabilidad de A viene dada directamente por la cdf:

PA|=PX <1,Y <1]=Fxy(1,1) =1 —e )1 —e").
La probabilidad de B requiere més trabajo. Por la ley de De Morgan:
B = ({X > a2} n{Y >y})" ={X <z} U{Y <y}.

El corolario 5 en la secciéon 2.2 proporciona la probabilidad de la unién de dos
SUCesos:

P[B]=P[X <]+ P[Y <y] - PIX <X,V <y]
=(1—e ) 4 (1—eP)—(1—e ) (1—e )
=1—e %P,
Por tdltimo, calculamos la probabilidad de B:

P[B] =1— P[B] = e~ %=V,
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Un ejercicio interesante seria dibujar la region B en el plano e identificar los
sucesos relacionados con el calculo de la probabilidad de B€.

La probabilidad del suceso D se calcula aplicando la propiedad (vi) de la cdf
conjunta:

Pl1 <X <2,2<Y <5
=Fxy(2,5) — Fxy(2,2) — Fx y(1,5) + Fx,y(1,2)
=(1—e2)(1 - 6_55) —(1—e2%)(1 - 6_25)
—(l—e )1 —e )+ (1 —e (1 —e2).

Variables aleatorias de diferente tipo

En algunos problemas es necesario trabajar con pares de variables aleatorias
que difieren en tipo, es decir, una es discreta y la otra es continua. Por lo general,
es bastante penoso trabajar con la cdf conjunta y, por tanto, es preferible trabajar
o bien con P[X =k, Y <y] o con P[X =k,y; <Y < ys]. Estas probabilidades
son suficientes para calcular la cdf conjunta en caso de que tengamos que hacerlo.

Ejemplo 5.14 Canal de comunicacién con entrada discreta y salida
continua

La entrada X a un canal de comunicacién toma los valores + 1 voltio o -1
voltio con igual probabilidad. La salida Y del canal es la entrada més un ruido
de voltaje N que se distribuye uniformemente en el intervalo (-2 volt.,+2 volt.).
Calcula P[X = +1,Y <0].

Solucién
Este problema se presta para el uso de la probabilidad condicionada:

PX =+1,Y <y] = PlY <y|X = +1]P[X = +1],

donde P[X = +1] = 1/2. Cuando la entrada X = 1, la salida Y se distribuye
uniformemente en el intervalo [—1, 3], por lo que

PlY <yl X =+1] =

1
yl_ for —1<y<3.

Entonces P[X = +1,Y < 0] = P[Y < 0|X = +1]P[X = +1] = (1/2)(1/4) =
1/8.
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Figura 5.12 Sucesos bi-dimensionales que no atienden a la forma de producto.

La pdf conjunta de dos variables aleatorias continuas

La cdf conjunta nos permite calcular la probabilidad de sucesos que corres-
ponden a formas “rectangulares” en el plano. Para calcular la probabilidad de
sucesos asociados a regiones no rectangulares, aclaramos que cualquier forma ra-
zonable (i.e., discos, poligonos o semi-planos) puede ser aproximada por la unién
de rectangulos infinitesimales disjuntos, Bj ;. Por ejemplo, la figura 5.12 muestra
cémo los sucesos A = {X +Y <1}y B ={X2+Y? < 1} son aproximados con
rectangulos de ancho infinitesimal. La probabilidad de tales sucesos, por tanto,
puede ser aproximada por la suma de las probabilidades de rectangulos infinitesi-
males y, si la cdf es suficientemente continua, la probabilidad de cada rectangulo
se puede expresar en términos de una funcién de densidad:

PBI~Y > PBjxl= > > fxv(xjys)AzAy.
ik

(zj,yr) €B

Cuando Az y Ay tienden a cero, la ecuacion anterior se convierte en la integral
de una funcién de densidad en la regién B.

Decimos que las variables aleatorias X e Y son continuas conjuntamente
si las probabilidades de los sucesos relacionados con (X,Y’) se pueden expre-
sar como la integral de una funcién de densidad. En otras palabras, existe una
funcién no negativa fx y(z,y), llamada la funcién de densidad conjunta,
definida en el plano real, tal que para cada suceso B, subconjunto del plano,

P[X € B] Z/B/fx,y(ml,yl)dmldyl, (5.11)

como se muestra en la figura 5.13. Nétese la similitud con la ecuacién (5.5) para
variables aleatorias discretas. Cuando B es el plano completo, la integral debe
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Figura 5.13 La probabilidad de A es la integral de fx,y(z,y) en la regién definida por
A.

ser igual a uno:
1:/ / fxy (@', y)de'dy'. (5.12)

Las ecuaciones (5.11) y (5.12) de nuevo sugieren que la “masa” de probabilidad
de un suceso se calcula integrando la densidad de masa de probabilidad sobre la
regién correspondiente al suceso.

La cdf conjunta se obtiene en términos de la pdf conjunta de variables aleato-
rias conjuntamente continuas integrando en el rectangulo semi-infinito definido

por (z,y):
T Yy
Fxy(o,y) = / / (@ y)da' dy. (5.13)

Se sigue entonces que si X e Y son variables aleatorias conjuntamente continuas,
entonces la pdf se obtiene derivando la cdf:

62FX,Y(‘Tay)

14
dxdy (5.14)

fxy(@y) =

Notese que si X e Y no son conjuntamente continuas es posible que la derivada

parcial anterior no exista. En particular, si Fx y (x,y) es discontinua o sus deri-

vadas parciales lo son, entonces la pdf conjunta definida por la ecuacién (5.14)
no existe.

La probabilidad de una regién rectangular se obtiene haciendo B = {(z,y) :
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Figura 5.14 Interpretacion de las pdf marginales.

a1 <z <byyas <y <by} enla ecuacién (5.11):

by bo
P[a1 < X< bl,ag <Y < bg] = / fx,y(xl,y’)dac'dy’. (515)

al a

Se sigue entonces que la probabilidad de un rectdangulo infinitesimal es el pro-
ducto de la pdf y el area del rectangulo:

P[x<X§:c+dx,y<Y§y+dy]:/

x

r+dx y+dy
[ rertearay
y
~ fxy(z,y)dxdy. (5.16)

La ecuacién (5.16) se interpreta afirmando que la pdf conjunta especifica la
probabilidad de sucesos en forma de producto

{r<X<z+de}n{y<Y <y+dy}.

Las pdf marginales fx(z) y fy(y) se obtienen tomando derivadas en las
cdf marginales correspondientes, Fx(z) = Fx,y(z,00) y Fy(y) = Fx y(00,y).

Entonces
d €T oo
fx(z) = @/ {/ fX,Y(CEI,y/)dy/} dx’

=/ fxy(@,y)dy'. (5.17a)
De forma similar,
fr(y) =/ fxy (@ y)de'. (5.17b)

Entonces, las pdf marginales se obtienen integrando las variables que no son de
interés.



180

Variables aleatorias bidimensionales

Figura 5.15 Regiones que deben ser consideradas de forma separada en el cdlculo de la
cdf del ejemplo 5.15.

Aclaramos que fx(x)dr ~ Plz < X < z +dz,Y < oo] es la probabilidad
de la franja infinitesimal mostrada en la figura 5.14(a). Esto nos recuerda la
interpretacién de las pmf marginales como las probabilidades de columnas y
filas en el caso de variables aleatorias discretas. No es sorprendente entonces
que las ecuaciones (5.17a) y (5.17b) para las pdf marginales y las ecuaciones
(5.7a) y (5.7b) para las pmf marginales sean idénticas excepto por el hecho de
que una contenga una integral y la otra, un sumatorio. Como en el caso de las
pmf, aclaramos que, en general, la pdf conjunta no se puede obtener de las pdf
marginales.

Ejemplo 5.15 Variables aleatorias conjuntamente uniformes

Un punto (X,Y) seleccionado al azar en el cuadrado unidad tiene una pdf
conjunta uniforme dada por

1 0<2<1y0<y<l1

0 en otro caso.

fX,Y(iE,y) {

El diagrama de dispersién en la figura 5.3(a) corresponde a este par de variables
aleatorias. Calcula la cdf conjunta de X e Y.

Solucién

La cdf se calcula evaluando la ecuacién (5.13). Debemos ser cuidadosos con
los limites de la integral: los limites deben definir la intersecciéon del rectdngulo
semi-infinito definido por (z,y) y la regién donde la pdf es no negativa. Hay cinco
casos en este problema que se corresponden con las cinco regiones mostradas en
la figura 5.15.
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1.Siz <0o0y<0,lapdfes ceroy la ecuacién (5.14) implica
FX7y(.’L', y) =0.

2. Si (z,y) estd dentro del intervalo unidad,

Ty
Fxy(z,y) = / / lda'dy’ = xy.
o Jo

3.510<zx<1yy>1,

T 1
Fxy(z,y) = / / ldx'dy’ = .
o Jo

4. De manera similar, siz > 1y 0 <y <1,
Fxy(z,y) =y.

5. Por dltimo, siz > 1y y > 1,

1 1
Fxy(xz,y) = / / 1de'dy’ = 1.
o Jo

Vemos que ésta es la cdf conjunta del ejemplo 5.11.

Ejemplo 5.16 Calcula la constante de normalizacién ¢ y las pdf marginales
para la siguiente pdf conjunta:

ce eV O0<y<zr<o

fxy(z,y) = {

0 en otro caso.

Solucién
La pdf es no negativa en la regién sombreada de la figura 5.16(a). La constante
¢ se calcula con la condicién de normalizacién especificada en la ecuacién (5.12):

1= / / ce e Vdydx = / ce (1 —e ¥)da = <
o Jo 0 2

Entonces ¢ = 2. Las pdf marginales se calculan evaluando las ecuaciones (5.17a)
y (5.17b):

[x(z) = / Ixy(x,y)dy = / 2¢ e Vdy =2 (1 —e") 0<z <00
0 0

fy(y) = / fxy(z,y)de = / 2¢e e Vdr =2¢"% 0<y<oco.
0 y

Queda como ejercicio completar los pasos en la evaluaciéon de las integrales asi co-
mo verificar que las pdf marginales integran a 1.
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{l (

Figura 5.16 Las variables aleatorias X e Y de los ejemplos 5.16 y 5.17 tienen una pdf
que es no negativa solo en la regién sombreada mostrada en la parte (a).

Ejemplo 5.17 Calcula P[X +Y < 1] en el ejemplo 5.16.

Solucién

La figura 5.16(b) muestra la interseccién del suceso { X +Y < 1} y la regién donde
la pdf es distinta de cero. Se obtiene la probabilidad del suceso “sumando” (en
realidad integrando) rectdngulos infinitesimales de anchura dy, como se indica
en la figura:

0.5 pl—y 0.5
A R
0 Yy 0
=1-—2"1.

Ejemplo 5.18 Variables aleatorias conjuntamente normales La pdf con-
junta de X e Y, que se muestra en la figura 5.17, es

Fxy(@.y) = e
x, = —
xy(Z,Y 21— 2

Decimos que X e Y son conjuntamente normales. Calcula las pdf marginales.

e~ (@ =20mytv)20-0%) o0 < 2y < 00, (5.18)

Solucién
La pdf marginal de X se calcula integrando fx vy (z,y) en y:

€z2/2(1—p2) 0o

B 2my/1—p? J -

Completamos el cuadrado del argumento de la exponencial sumando y restando

e~ (7 =2029)/2(1=0%) gy,

fx(x)

* Se trata de un importante caso especial de variables aleatorias conjuntamente normales. El
caso general se analiza en la Seccién 5.9.
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5.5

Ty phawd

4 -

ni

Figura 5.17 pdf conjunta de dos variables aleatorias normales.

p2a?, esto es, y? — 2pzy + p?2? — p?2? = (y — px)? — p?2%. Entonces
—/2(1=p?) oo
27’(’\/ 1-— p2 —o00
6_:1:2/2 0 e_(y_px)2/2(1_p2)d

V2T Jose  /27(1 — p?) Y
—z2/2

Vor

donde hemos utilizado el hecho de que la tltima integral es igual a uno, ya que
su integrando es una pdf normal de media px y varianza 1 — p?. La pdf marginal
de X es por tanto una pdf normal unidimensional con media 0 y varianza 1.
Como fx y(x,y) es simétrica en x e y, podemos concluir que la pdf marginal de
Y también es una pdf normal de una dimensién con media cero y varianza uno.

e—[(y—Pw)z—pzfvzl/%l—p?)dy

fx(x) =

€

Independencia de dos variables aleatorias

X e Y son variables aleatorias independientes si cualquier suceso A;
definido en términos de X es independiente de cualquier suceso A, definido en
términos de Y, esto es,

P[XEAl,YEAQ]:P[XEAl]P[YEAQ]. (519)

En esta seccién presentamos un conjunto de condiciones para determinar cuando
X e Y son independientes.
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Supongamos que X e Y son un par de variables aleatorias discretas y supon-
gamos que queremos calcular la probabilidad del suceso A = A; N Ay, donde
A estd relacionado con X y As se refiere solo a Y. En particular, si X e Y
son independientes, entonces A; y Ay son sucesos independientes. Si definimos
Ay ={X =ux;} y Ay ={Y = yi}, entonces la independencia de X e Y implica
que

pxy (@), yr) = P[X = 2;,Y = y]
= P[X = z;]P[Y = ]
= px(zj)py (yr)  Vzj, Y. (5.20)

Por tanto, si X e Y son wvariables aleatorias discretas independientes, entonces
la pmf conjunta es igual al producto de las pmf marginales.

Ahora supongamos que no sabemos si X e Y son independientes, pero que
si sabemos que la pmf satisface la ecuacién (5.20). Sea A = A; N A2 un suceso
en forma de producto como el anterior, entonces

PlAI= > > pxv(@su)

;€A Yy EA2

= > > px(@)py(w)

xj €A, ykeAQ

> px(a) > vl

xj €Ay ykGAZ
_ PlA,]P[A)], (5.21)

que implica que A; y As son sucesos independientes. Por tanto, si la pmf con-
junta de X eY es igual al producto de las pmf marginales, entonces X eY son
independientes. Hemos demostrado que la afirmacién “X e Y son independien-
tes” es equivalente a la afirmacion “la pmf conjunta es igual al producto de las
pmf marginales”. En lenguaje matematico decimos que “las variables aleatorias
discretas X e Y son independientes si y solo si la pmf conjunta es el producto
de las pmf marginales para todo x;, y”.

Ejemplo 5.19 ,Es la pmf del ejemplo 5.6 consistente con un experimento que
consiste en tiradas independientes de dos dados equilibrados?

Solucién

La probabilidad de cada cara en el resultado de una tirada es 1/6. Si tiramos dos
dados equilibrados y las tiradas son independientes, la probabilidad de cualquier
par de caras, j y k, es:

1
T36

Entonces, todos los pares de resultados posibles deberian ser equiprobables. Este

P[X =4, Y =k] = P[X = j]P[Y = k]
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no es el caso de la pmf conjunta dada en el ejemplo 5.6. Entonces, las tiradas del
ejemplo 5.6 no son independientes.
Ejemplo 5.20 ;Son independientes las variables Q y R del ejemplo 5.97

Solucién
En el ejemplo 5.9 tenemos

= (1 )M

:P[Q:q7R:T] Vq:O,l,,TZO,,M—l

Entonces, @ y R son independientes.

En general, se puede demostrar que las variables aleatorias X e Y son inde-
pendientes si y solo si su cdf conjunta es igual al producto de sus cdf marginales:

Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y) Vaz,y. (5.22)

De forma similar, si X e Y son conjuntamente continuas, entonces, X e Y
son independientes si y solo si su pdf conjunta es igual al producto de sus pdf
marginales:

fxy(@y) = fx(@)fy(y) Vz,y. (5.23)

La ecuacién (5.23) se obtiene de la ecuacién (5.22) aplicando la derivada. Por otro
lado, la ecuacién (5.22) se obtiene de la ecuacién (5.23) calculando la integral.

Ejemplo 5.21 ;Son independientes las variables aleatorias X e Y del ejemplo
5.167

Solucién

Nétese que fx(x) y fy(y) son diferentes de cero para todo x > 0y todo y >
0. Por lo tanto, fx(x)fy(y) es distinto de cero en todo el cuadrante positivo.
Sin embargo, fxy(z,y) es distinto de cero sélo en la regién y < x dentro del
cuadrante positivo. Por lo tanto la ecuacién (5.23) no se verifica para todo x,y
y las variables aleatorias no son independientes. Debe destacarse que en este
ejemplo la pdf conjunta parece factorizarse, pero sin embargo, no es el producto
de las pdf marginales.

Ejemplo 5.22 ;Son independientes las variables aleatorias X e Y en el ejemplo
5.187

Solucién
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Variables aleatorias bidimensionales

El producto de las pdf marginales de X e Y en el ejemplo 5.18 es

1
fx(@)fy(y) = 2—6_(Z2+y2)/2 —o00 < x,y < 00.
T

Comparandolo con la ecuacién (5.18) vemos que el producto de las marginales
es igual a la pdf conjunta, si y sélo si p = 0. Por tanto, las variables aleatorias
normales conjuntas X e Y son independientes si y s6lo si p = 0. Veremos en una
seccién posterior que p es el coeficiente de correlacion entre X e Y.

Ejemplo 5.23 ;Son independientes las variables aleatorias X e Y del ejemplo
5.127

Solucién
Si multiplicamos las cdf marginales calculadas en el ejemplo 5.12, tenemos

Fx(2)Fy(y) = (1 - e ®)(1—e ™) = Fxy(z,y) Va,y.

Por lo tanto, la ecuacién (5.22) se cumple y se sigue que X e Y son independien-
tes.

Si X e Y son variables aleatorias independientes, entonces las variables aleato-
rias definidas por cualquier par de funciones ¢g(X) y h(Y) también son indepen-
dientes. Para demostrar esto, consideremos los sucesos unidimensionales A y B.
Sea A’ el conjunto de todos los valores de z tal que si x pertenece a A’, entonces
g(x) pertenece a A, y sea B’ el conjunto de todos los valores de y tal que si y
pertenece a B’, entonces h(y) pertenece a B. (En el capitulo 3 denominamos a
A’y B’ los sucesos equivalentes de A y B.) A continuacidn,

Plg(X)e A,h(Y) € B]=P[X € A'|Y € B']
= P[X € A'|P]Y € B']
= P[g(X) € AJP[n(Y) € B]. (5.24)

La primera y la tercera igualdad se derivan del hecho de que Ay A’y By B’
son sucesos equivalentes. La segunda igualdad se sigue de la independencia de
X e Y. Por lo tanto g(X) y h(Y') son variables aleatorias independientes.

Momentos conjuntos y esperanza de una funcién de dos
variables aleatorias

La esperanza de X representa el centro de masa de la distribucion de X. La
varianza, que se define como la esperanza de (X —m)?, proporciona una medida
de la dispersién de la distribucion. En el caso de dos variables aleatorias nos
interesa conocer cémo X e Y varian conjuntamente. Concretamente, estamos
interesados en saber si X e Y estdn correladas. Por ejemplo, si X crece jtiende
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5.6 Momentos conjuntos y esperanza de una funcidén de dos variables aleatorias

Y a crecer o a decrecer? Los momentos conjuntos de X e Y, que se definen como
las esperanzas de funciones de X e Y, proporcionan esta informacion.

Esperanza de una funcién de dos variables aleatorias

El problema de calcular la esperanza de una funciéon de dos variables aleatorias
es parecido al de calcular la esperanza de una funciéon de una variable aleatoria.
Se puede demostrar que la esperanza de Z = ¢g(X,Y") se calcula utilizando las
siguientes expresiones:

B[7] = {foooo 7 9(@,y) fxy(z,y)dedy X,Y conjuntamente continuas

Zi Zn g(:L',“ yn)pX,Y(ziv yn) X7 Y discretas.
(5.25)

Ejemplo 5.24 Suma de variables aleatorias
Sea Z = X +Y. Calcula E[Z].

Solucién

E[Z]=E[X +Y]
= [ [ (l’/ + y’)fx,y(:v’,y’)dx’dy’
:[ [ xle’Y(xl,y/)dy/dxle[ [ Y fxy (@' y)de'dy

Entonces, la esperanza de la suma de dos variables aleatorias es igual a la suma
de las esperanzas individuales. Notese que X e Y no necesitan ser independientes.

El resultado del ejemplo 5.24 junto con un argumento de induccién demuestra
que la esperanza de la suma de n variables aleatorias es la suma de las esperanzas:

EX1+Xo+ -+ X,]=E[X1]+ -+ E[X,]. (5.27)

Notese que las variables aleatorias no tienen que ser independientes.

Ejemplo 5.25 Producto de funciones de variables aleatorias indepen-
dientes

Supongamos que X e Y son variables aleatorias independientes y sea g(X,Y) =
91(X)g2(Y). Caleula E[g(X,Y)] = E[g1(X)ga(Y)].

187
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5.6.2

Variables aleatorias bidimensionales

Solucién

Bl (X)) = [ N / " @) fx (@) fy (o 'y

_ { I fX(z’)dz’} { N gz(y’)fy(y’)dy’}

= E[g1(X)]E[g2(Y)].

Momentos conjuntos, correlacién y covarianza

Los momentos conjuntos de dos variables aleatorias X e Y resumen la infor-
macién sobre su comportamiento conjunto. El momento conjunto jk-ésimo
de X e Y se define como

BV = {ffooo ffooo‘xjykfx,y(x, y)dzdy X,Y conjuntamente continuas
S 2y pxy (2, yn) X,Y discretas.
(5.28)

Si 7 = 0, obtenemos los momentos de Y y si k = 0, obtendremos los momentos
de X. En ingenieria, se acostumbra a llamar al momento con j = 1y k = 1,
E[XY], la correlaciéon de X e Y. Si E[XY] = 0, decimos que X e Y son
ortogonales.

El momento central jk-ésimo de X e Y se define como el momento con-
junto de las variables aleatorias centradas, X — E[X] e Y — E[Y]:

E[(X — BIX]Y (Y — E[Y])"].

Nétese que j =2y k=0dan V[X]yque j=0y k=2, V[Y].
La covarianza de X e Y se define como el momento central con j =k = 1:

Cov(X,Y) = E[(X — B[X])(Y — E[Y])). (5.2)

A menudo resulta mas conveniente trabajar con la siguiente forma para la
Cov(X,Y):

Cov(X,Y) = E[XY — XE[Y] - YE[X] + E[X]E[Y]]
[XY] - 2E[X]E[Y] + E[X]E[Y]

E
E[XY] — E[X]E]Y]. (5.30)

Nétese que Cov(X,Y) = E[XY] si alguna de las variables aleatorias tiene media
cero.
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Ejemplo 5.26 Covarianza de variables aleatorias independientes

Sean X e Y variables aleatorias independientes. Calcula su covarianza.

Solucién

donde la segunda igualdad se sigue del hecho que X e Y son independientes y la
tercera de que E[X — E[X]] = E[X]| — E[X] = 0. Entonces un par de variables
aleatorias independientes tienen covarianza cero.

Vamos a ver como la covarianza mide la correlacién entre X e Y. La covarianza
mide la desviacién con respecto a myx = E[X]y my = E[Y]. Si un valor positivo
de (X —my) tiende a ir acompanado de un valor positivo de (Y —my )y (X—mx)
negativos tienden a ser acompanados por (Y —my ), entonces (X —mx )(Y —my)
tenderd a ser un valor positivo y su valor esperado, Cov(X,Y), serd positivo.
Este es el caso del diagrama de dispersién de la figura 5.3(d) donde los puntos
observados tienden a agruparse a lo largo de una recta con pendiente positiva.
Por otro lado, si (X —mx) y (Y —my) tienden a tener signos opuestos, entonces,
la Cov(X,Y) serd negativa. Un diagrama de dispersién para este caso tendria
la nube de puntos a lo largo de una linea de pendiente negativa. Por tltimo, si
(X—mx)y (Y —my) tienen el mismo signo en algunas ocasiones y en otras tienen
signos opuestos, entonces la Cov(X,Y’) se acercard a cero. Los tres diagramas
de dispersion en las figuras 5.3(a), (b) y (c) entran en esta categoria.

Multiplicando X o Y por un nimero alto se incrementard la covarianza, por
lo que encontramos la necesidad de normalizar la covarianza para medir la co-
rrelacion en una escala absoluta. El coeficiente de correlacion de X e Y se
define por

Cou(X,Y) E[XY]- E[X]E[Y]

pPXY = = , (5.31)
OxX0y OxXO0y
donde ox = /V(X) y oy = /V(Y) son las desviaciones tipicas de X e Y,

respectivamente.
El coeficiente de correlacion es un nimero cuya magnitud es a lo sumo uno:

—1 S PX,Y S 1. (532)

Para demostrar la ecuacién (5.32), partimos de una desigualdad que resulta del
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Figura 5.18 (X,Y) es un
punto seleccionado de forma
—— aleatoria en la circunferencia
| de radio 1. X e Y estan
incorreladas pero no son
independientes.

hecho de que la esperanza del cuadrado de una variable aleatoria es no negativa:

o)

=1+ 2pX7y +1
= 2(1 + px,y).

La dltima ecuacién implica la ecuacién (5.32).

Los valores extremos de px y se obtienen cuando X e Y estdn linealmente
relacionadas, Y = aX + b;pxy =1sia>0y pxy = —1sia<0.

Se dice que X e Y estdn incorreladas si px,y = 0. S5i X e Y son independien-
tes, la Cov(X,Y) = 0y, por tanto, pxy = 0. Entonces, si X e Y son variables
aleatorias independientes, X e Y estdn incorreladas. En el ejemplo 5.22, vimos
que si X e Y son normales conjuntas y px,y = 0, entonces X e Y son variables
aleatorias independientes. El ejemplo 5.27 muestra que esto no siempre es cierto
para variables aleatorias no normales: es posible que X e Y estén incorreladas
pero que no sean independientes.

Ejemplo 5.27 Variables aleatorias dependientes no correladas
Sea © uniformemente distribuida en el intervalo (0, 27). Sean

X =cos(®) y Y =sen(O).

El punto (X,Y) se corresponde con un punto en la circunferencia de radio 1
especificado por el angulo ©, como se muestra en la figura 5.18. En el ejemplo
4.33 vimos que las pdf marginales de X e Y son pdf arcoseno, que es no nula
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en el intervalo (—1,1). El producto de las marginales es no nulo en el cuadrado
definidopor —1 < x <1y —1<y <1, por tanto, si X e Y fueran independientes
el punto (X,Y) asumiria todos los valores en este cuadrado. Este no es el caso,
por tanto, X e Y son dependientes.

Ahora demostramos que X e Y estdn incorreladas:

1 27
E[XY] = E[sin®cos O] = 2—/ sin ¢ cos ¢do
T Jo

1 2m
- —/ sin 2¢de = 0.
4 Jo
Como E[X] = E[Y] = 0, la ecuacién (5.30) implica entonces que X e Y estdn

incorreladas.

Ejemplo 5.28 Sean X e Y las variables aleatorias del ejemplo 5.16. Calcula
E[XY], Cov(X,Y) y px.y-

Solucién

Las ecuaciones (5.30) y (5.31) requieren que calculemos la media, la varianza y
la correlacién de X e Y. Utilizando las pdf marginales de X e Y calculadas en el
ejemplo 5.16, llegamos a E[X] =3/2y V[X]| =5/4,y E[X] =1/2y V[X] =1/4.
La correlacién de X e Y es

EXY]= / / xy2e e Ydydx
o Jo
= / 202 (1 — e * —xe ")dx = 1.
0

Entonces el coeficiente de correlaciéon viene dado por

pX,Y = _ =
4 4

Bl

Probabilidad condicionada y esperanza condicionada

Muchas variables aleatorias de interés préactico no son independientes: la sa-
lida Y de un canal de comunicacién debe depender de la entrada X con el fin
de transmitir la informacion; es probable que las muestras consecutivas de una
senal que varia lentamente estén cerca de un valor y, por lo tanto, no son in-
dependientes. En esta seccién nos interesa calcular la probabilidad de sucesos
relacionados con la variable aleatoria Y, dado que sabemos que X = z. También
nos interesa la esperanza de Y dado que X = x. Se muestra que las nociones de
probabilidad condicionada y de esperanza condicionada son herramientas muy
utiles para resolver problemas, incluso en situaciones en las que sélo nos ocupa
una de las variables aleatorias.
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Variables aleatorias bidimensionales

Probabilidad condicionada

La definicién de probabilidad condicionada de la seccion 2.3 permite calcular
la probabilidad de que Y pertenezca a A dado que sabemos que X = x:

PlY € A, X = 1]

PIY € AIX =] = =S5

para P[X = x| > 0. (5.33)

Caso 1: X es una variable aleatoria discreta
Para las variables aleatorias discretas X e Y, la pmf condicionada de Y
dado que X = z se define como:

PX =z,Y =y] pxy(z,y)

pylyle) =PIV =ylX =2l = =5 = = )

(5.34)

para z tal que P[X = z] > 0. Definimos py (y|z) = 0 para x tal que P[X = z]| =
0. Nétese que py (y|x) es una funcién de y en la recta real y que py (y|z) > 0 sélo
para y en un conjunto discreto {y1,y2,. ..}

La pmf condicional satisface todas las propiedades de una pmf, esto es, asigna
valores no negativos a cada y y estos valores suman 1. Véase que de la ecua-
cién (5.34) se deduce que py(y|ry) es simplemente la seccién transversal de
px,y (2K, y) a lo largo de la columna X = zj representada en la figura 5.6,
normalizada por la probabilidad px (x).

La probabilidad de un suceso A dado que X = xz; se calcula sumando los
valores de la pmf en los elementos de A:

PIY € AIX =ail = Y py(ylan). (5.35)

Si X eY son independientes, entonces utilizando la ecuacién (5.20)

py (y;lr) = PE = L Py =y = pr(y). (5.36)

En otras palabras, saber que X = x; no afecta a la probabilidad de sucesos A
relacionados con Y.

La ecuacién (5.34) implica que la pmf conjunta px y (z,y) se puede expresar
como el producto de una pmf condicional y una pmf marginal:

px.v (T, y5) = py (yjloe)px (zk) ¥y px,y (Th, y;) = px (zkly;)py (v;).  (5.37)

Esta expresién es muy 1til ya que podemos ver al par (X,Y’) como generado de
forma secuencial, por ejemplo, primero X y luego Y dado que X = z. Calculamos
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la probabilidad de Y € A como sigue:

Py € A= > pxy(zry)

Tg,y; €A

> oy (yslaer)px ()

Tk,Y; €A

> px (@) > py(yjlae)

y;EA

=" PIY € AIX = aylpx (). (5.38)

Tk

La ecuacién (5.38) es simplemente una reformulacién del teorema de la probabi-
lidad total discutido en el capitulo 2. En otras palabras, para calcular P[Y € A]
podemos calcular primero P[Y € A|X = xi] y luego la “media” con respecto a
Xk.

Ejemplo 5.29 Dado no equilibrado

Calcula py (y]5) en el dado “trucado” considerado en los ejemplos 5.6 y 5.8.

Solucién
En el ejemplo 5.8 calculamos que px(5) = 1/6. Entonces:

)
py (y]5) = px.y (5.9) y entonces py (5]5) =2/Ty
px(5)

py (115) = py (2[5) = py (3]5) = py (4]5) = py (6]5) = 1/7.

Claramente, este dado no es equilibrado.

Ejemplo 5.30 Numero de defectos en una regién; generacion aleatoria
de un conteo Poisson

El ntiimero total de defectos X en un chip es una variable aleatoria de Poisson
con media «. Cada defecto tiene una probabilidad p de caer en una regién es-
pecifica R y el emplazamiento de cada defecto es independiente del de los otros
defectos. Calcula la pmf del niimero de defectos Y que caen en la regién R.

Solucién

Imaginemos que llevamos a cabo un experimento de Bernoulli cada vez que un
defecto ocurre, definiendo que ocurre un “éxito” cuando el defecto cae en la
region R. Si el nimero total de defectos es X = k, entonces Y es una variable
aleatoria Binomial con parametros k y p:

0 7>k
G —ph7 0<j<k

py (jlk) :{



194

Variables aleatorias bidimensionales

De la ecuacién (5.38) y teniendo en cuenta que k > j, se tiene que

[eS) 00 ak
)= S pr e (4) = 3 5 - e

~ (ap)e KA —plapd
- kX_: (k—j)

4!

— (Oép)jeia e(lfp)a — (ap)j e—ap
i I '

Entonces Y es una variable aleatoria de Poisson con media ap.

Supongamos que Y es una variable aleatoria continua. La ecuacién (5.33) se
puede utilizar para definir la cdf condicionada de Y dado que X = xy:
P[X = :L'k] ’

Fy (ylag) = para P[X = x;] > 0. (5.39)

Resulta facil demostrar que Fy (y|zy) satisface todas las propiedades de una cdf.
La pdf condicionada de Y dado que X = xy, si la derivada existe, viene
dada por

h@m:%ﬂwm. (5.40)

Si X eY son independientes, P[Y < y, X = X;] = P[Y < y|]P[X = Xi] ¥
entonces Fy (y|z) = Fy (y) v fy(ylz) = fy(y). La probabilidad de un suceso A
dado X = xj, se obtiene integrando la pdf condicionada:

PlY € A|IX =ay] = / Afy(y|zk)dy. (5.41)

Obtenemos P[Y € A] utilizando la ecuacién (5.38).

Ejemplo 5.31 Sistema de comunicaciones binario

La entrada X a un canal de comunicacién asume los valores +1 o -1 con
probabilidad 1/3 y 2/3. La salida Y del canal viene dada por Y = X + N, donde
N es una variable aleatoria Normal con media 0 y varianza 1. Calcula la pdf
condicionada de Y dado X = +1 y dado X = —1. Calcula P[X = +1|Y > 0].

Solucién
La cdf condicionada de Y dada X = +1 es:

Fy(y|+1)=P[Y <y|X =+1]=P[N+1<y]
v=1 1 >
— e 2y

oo V2T

donde destacamos que si X = +1, entonces Y = N + 1y Y depende sélo en N.

=P[N<y-1]=
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Por tanto, si X = +1, entonces Y es una variable aleatoria Normal con media 1
y varianza 1. De forma similar, si X = —1, entonces Y es normal con media -1
y varianza 1.

Las probabilidades de que Y > 0 dado que X = +1y X = —1 son:

oo ) S
P[Y > 0|X = +1 =/ e~ @1 /2dx=/ ——e 24t =1—Q(1) = 0.841.
[ | ] | - (1)

™

o0 1 2 o0
PY>0X:—1:/ e*@“)/?dz:/
S I A= 1

Aplicando la ecuacién (5.38), obtenemos:

e~ /24t = Q(1) = 0.159.

2

1 2
PY > 0] = P[Y > 0]X = +1]5 + P[Y > 0|X = ~1]5 = 0.386.

Con el teorema de Bayes calculamos:

B PV >0X =+1P[X=+1] (1-Q(1))/3
P[X = +1|Y > 0] = ) = ToW)3 " 0.726.

Concluimos que si Y > 0 entonces X = 41 es més probable que X = —1. Por
tanto el receptor debe decidir que la entrada es X = +1 cuando observa Y > 0.

En el ejemplo anterior, hemos dado un paso interesante que merece ser estu-
diado en més profundidad porque aparece frecuentemente: P[Y < y|X = +1] =
P[N +1<y|,donde Y = X + N. Vamos a examinarlo mas de cerca:

PIY < 2| X = o] = PH{X + N <z}n{X ==z}] _ Pl{z+ N <z} n{X ==z}
P[X = 1 PX = a]
=Pla+ N <z|[X=2]=P[N <z-—zX =2zl

En la primera linea, los sucesos {X + N < z} y { + N < z} son diferentes. El
primero involucra a las dos variables aleatorias X y N, mientras que el segundo
sélo involucra a N y, consecuentemente, es mucho mas simple. Podemos aplicar
entonces una expresién como la ecuacién (5.38) para obtener P[Y < z]. El paso
que hacemos en el ejemplo, sin embargo, es mas interesante atin. Como X y N
son variables aleatorias independientes, podemos llevar la expresién un paso mas
lejos:
PlY <z|X=0=P[N<z—2|X =a] = P[N < z—zxl.

La independencia de X y N permite que nos olvidemos de condicionar todo a z.

Caso 2: X es una variable aleatoria continua

Si X es una variable aleatoria continua, entonces P[X = x| = 0 y entonces
la ecuacién (5.33) no estd definida para ningin z. Si X e Y tienen una pdf
conjunta continua y no nula en alguna region del plano, definimos cdf de Y
condicionada a X = x con el siguiente limite:

Fy (y|lz) = %g% Fy(ylx < X <z +h). (5.42)
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Figura 5.19 Interpretacién de la pdf condicionada.

La cdf condicionada de la parte derecha de la ecuacion (5.42) es:

PlY <y,z < X <x+h)
Plz < X <z +h]

fgoo f;+h vay(‘Tl’ yl)dxldyl o fi}oo fX,Y(‘Ta yl)d?/h

Fy(ylr < X <xz+h)=

= (5.43)
f;+h fx(z)dz' fx(@)h
Cuando h tiende a cero, las ecuaciones (5.42) y (5.43) implican que
fy fx Y(xvy/)dy/
Fy (ylz) = —=— 5.44
La pdf condicionada de Y dado X = x es entonces:
d fxy(z,y)

Es facil demostrar que fy (y|x) satisface las propiedades de una pdf. Podemos
interpretar fy (y|z)dy como la probabilidad de que Y esté en la franja infinitesi-
mal definida por (y,y + dy) dado que X estd en la franja infinitesimal definida
por (z,x + dx), como se muestra en la figura 5.19.

La probabilidad del suceso A dado X = x se obtiene como sigue:

PlY € A|X = 1] :/ Afy(y|z)dy. (5.46)

Existe un gran parecido entre la ecuacién (5.34) para el caso discreto y la ecuacién
(5.45) para el caso continuo. De hecho, verifican las mismas propiedades. Por
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ejemplo, se obtiene la regla de la multiplicacién de la ecuacién (5.45):
fxy(z,y) = frylo)fx(@) vy fxy(zy) = fx(@ly)fr(y). (5.47)

Si X e Y son independientes, fxy(z,y) = fx(x)fy(y) v fr(ylz) = fr(y),
fx(@ly) = fx(@), Fy (ylz) = Fy (y) vy Fx(zly) = Fx ().
Combinando las ecuaciones (5.46) y (5.47), podemos demostrar que:

PlY € A] = / PlY € A|X = z]fx(x)dx. (5.48)
Se puede pensar en la ecuacién (5.48) como la versién “continua” del teorema
de la probabilidad total. Los siguientes ejemplos muestran la utilidad de los
resultados anteriores en el calculo de probabilidades de sucesos complejos.

Ejemplo 5.32 Sea X eY las variables aleatorias del ejemplo 5.8. Calcula fx (z]y)
y fy(ylz).

Solucién
Utilizando las pdf marginales obtenidas en el ejemplo 5.8, tenemos
fx(zly) = % =e =¥ parax>y.

frylr) = 5274 = 1< para 0 <y < .

2e—*(l—e— %) e~

La pdf condicionada de X es una pdf exponencial trasladada a la derecha por y.
La pdf condicionada de Y es una pdf exponencial truncada en el intervalo [0, z].

Ejemplo 5.33 Numero de llegadas durante el tiempo de servicio del
cliente

El niimero N de clientes que llegan a una estacion de servicio durante un
tiempo ¢ es una variable aleatoria de Poisson con pardametro gt. El tiempo T
necesario para atender a cada cliente es una variable aleatoria Exponencial con
parametro «. Calcula la pmf para el nimero N que llega durante el tiempo de
servicio T de un cliente especifico. Supongamos que las llegadas de los clientes
son independientes del tiempo de servicio al cliente.

Solucién
La ecuacién (5.48) se verifica incluso si Y es una variable aleatoria discreta, por
lo tanto

PIN = k] = /OOO PIN = k|T = t]fr(t)dt

oo t k
:/ (ﬁ') e Ptae tdt
0 k-

k [e'e]
_ ﬁ / 1k o —(atB)t gy
k- 0
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Sea r = (a+ f)t, entonces

g R -
P[N:k]zm/o rke dr

mngl<mim)<mfﬁQﬁ

donde hemos utilizado el hecho de que la tltima integral es una funcién gamma

y es igual a k!. Por lo tanto N es una variable aleatoria Geométrica con proba-
bilidad de “éxito” a/(a + (). Cada vez que un cliente llega, podemos imaginar
que un nuevo ensayo de Bernoulli comienza, donde el “éxito” se produce si el
tiempo de servicio al cliente se completa antes de la préxima llegada.

Ejemplo 5.34 Sea X un nimero del intervalo unitario que se escoge aleatoria-
mente; entonces Y es seleccionado aleatoriamente del intervalo (0, X). Calcula
la cdf de Y.

Solucién

Cuando X = z, Y es uniforme en el intervalo (0, z), de forma que la cdf condi-
cionada a que X =z es

y/r 0<y<ux

PIY <y|X =a] =
1 r<y.

La ecuacién (5.48) y la cdf anterior implican:

1
Fy(y)=PlY <y|= /0 PlY <y|X = 2] fx(z)dx =

1
:/ ldx’ + /xldz/:yfylny.
Yy

La pdf correspondiente se obtiene tomando la derivada de la cdf:
fyr(y)=—-lny 0<y<L

Ejemplo 5.35 Receptor maximo a posteriori
Para el sistema de comunicaciones en el ejemplo 5.31, calcula la probabilidad

de que la entrada fuera X = +1 dado que la salida del canal es Y = y.

Solucién
Esta es una versién dificil de la regla de Bayes. Condicionando al suceso {y <
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Y <y+ A} en lugar de {Y = y}:

Ply<Y <y+A|X = +1]P[X = +1]
Ply<Y <y+ 4]

PX=4+1ly<Y <y+A]=

) frlyl + DAG/3)
Syl +DAL/3) + fr(yl = DA(2/3)
- \/%e—(y—lf/?(l/g)

T Lo PR(1/3) + e w2 (2/3)

e—(y—1)%/2 1

T w22 L 9e-(wtD2 T 14 2e-29

La expresién anterior es igual a 1/2 cuando yr = 0.3466. Para y > yp, X = +1
es mas probable, y para y < yr, X = —1 es mds probable. Un receptor que
selecciona la entrada X que es mas probable, dado que Y = y, se llama receptor
mdrimo a posteriori.

Esperanza condicionada

La esperanza condicionada de Y dado que X = x se define como

Byl = [ T yfy (yle)dy. (5.49a)

— 00

En el caso especial en el que X e Y son variables aleatorias discretas tenemos:

BlY|zy] = Zyij(yﬂ»’Ck)- (5.49Db)

Claramente, E[Y|z] es simplemente el centro de masa asociado a la pmf o la pdf
condicionada.

La esperanza condicionada E[Y|z] puede ser vista como la definicién de una
funcién de x: g(x) = E[Y]z]. Por lo tanto, tiene sentido hablar de la variable
aleatoria g(X) = E[Y|X]. Podemos imaginar que se realiza un experimento
aleatorio obteniendo un valor para X, por ejemplo X = xg, y luego se calcula el
valor g(xo) = E[Y|xo]. Queremos conocer E[g(X)] = E[E[Y|X]]. En particular,
se demuestra que

E[Y] = E[E]Y|X]], (5.50)

donde el lado derecho de la ecuacion es
E[E)Y|X]] = /00 ElY|x]fx(z)dr X continua (5.51a)
E[E[Y|X]] =Y E[Y|z]px(2x) X discreta (5.51b)

Tk

Probamos la ecuacién (5.50) para el caso en que X e Y son variables aleatorias
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conjuntamente continuas, entonces

/ BIY |o) fx (2)ds

:/ / yfy (ylz)dyfx (x)da
- /_Ooy/_oo fxy (@, y)dzdy

= /Oo yfy(y)dy = EY].

— 00

E[E[Y|X]]

El resultado anterior también es valido para el valor esperado de una funcién de
Y:

E[n(Y)] = E[E[n(Y)|X]].
En particular, el momento k-ésimo de Y viene dado por

E[Y*] = E[E[Y*|X]].

Ejemplo 5.36 Numero medio de defectos en una regién
Calcula la media de Y en el ejemplo 5.30 utilizando la esperanza condicionada.

Solucién

iE [Y|X = kP Z kpP[X = pE[X] = pa.
k=0

La segunda igualdad utiliza el hecho de que F[Y|X = k] = kp ya que Y es
binomial con parametros k y p. Notese que la pentltima igualdad se verifica para
cualquier pmf de X. El hecho de que X sea Poisson de media «a no se utiliza
hasta la dltima igualdad.

Ejemplo 5.37 Canal de comunicacién binario
Calcula la media de la salida Y del canal de comunicaciones en el ejemplo
5.31.

Solucién
Como Y es una variable aleatoria Normal con media + 1 cuando X = +1, y -1
cuando X = —1, los valores esperados de Y dado X son los siguientes:

E[Y|+1 =1y E[Y|-1]=-1.

La ecuacién (5.51b) implica

- iE[Y|X = KJP[X = k] = +1(1/3) — 1(2/3) = —1/3.
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La media es negativa debido a que la entrada X = —1 se produce dos veces més
que X = +1.

Ejemplo 5.38 Numero medio de llegadas durante el tiempo de servicio
Calcula la media y la varianza del nimero de llegadas N durante el tiempo de
servicio de un cliente del ejemplo 5.33.

Solucién
N es una variable aleatoria de Poisson con parametro St cuando T° = t viene
dado, entonces, los dos primeros momentos condicionados son:

EINIT =)= 8t E[NIT =1] = (8) + (81)".

Los dos primeros momentos de N se obtienen de la ecuacién (5.50):
E[N] = / E[N|T =t]fr(t)dt = / Btfr(t)dt = BE[T)]
0 0

B = [ BN = diri = [ (e ) prtoya
— BE[T] + BT,
La varianza de N es entonces
V[N] = E[N?] - (E[N])?
= B*E[T?] + BE[T] - B*(E[T))?
— BVIT) + BEIT).

Nétese que si T no es aleatoria (i.e., E[T] = cte. y V[T] = 0) entonces la media
y la varianza de IV son aquellas de la variable aleatoria de Poisson con parametro
BE[T). Cuando T es aleatoria, la media de N sigue siendo la misma pero la
varianza de N crece con el término 32V[T], esto es, la variabilidad de T' causa
mayor variabilidad en N. Hasta este punto, hemos evitado intencionadamente
utilizando el hecho de que T tiene una distribuciéon exponencial para enfatizar
que los resultados anteriores se verifican para cualquier distribucién fr(t) para
el tiempo de servicio. Si T es exponencial con pardmetro o, entonces E[T] =1/«
y V[T] = 1/a?, entonces

a? o

2
y V[X]ZB +B

E[N] = g

Funciones de dos variables aleatorias

En muchas ocasiones trabajamos con una o mas funciones de variables aleato-
rias asociadas a algin experimento. Por ejemplo, si realizamos medidas repetidas
de la misma cantidad aleatoria, podriamos estar interesados en el valor maximo
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Figura 5.20
P[Z <z]=PX+Y <z

o el minimo del conjunto, asi como en la media muestral y la varianza mues-
tral. En esta seccién presentamos métodos para determinar las probabilidades
de sucesos que involucran funciones de dos variables aleatorias.

Una funcién de dos variables aleatorias

Sea Z una variable aleatoria definida como una funcién de dos variables alea-
torias:

Z =g(X,Y). (5.52)

La cdf de Z se calcula hallando primero el suceso equivalente de {Z < z}, esto
es, el conjunto R, = {x = (x,y) tal que g(x) < z}, entonces

F.(z) =PXeR,] = // Ixy (@, y)da'dy'. (5.53)
(Z,y)eRz

La pdf de Z se calcula entonces tomando la derivada de F.(z).

Ejemplo 5.39 Suma de dos variables aleatorias
Sea Z = X +Y. Calcula Fz(2) y fz(z) en términos de la pdf conjunta de X
yY.

Solucién
La cdf de Z se calcula integrando la pdf conjunta de X e Y en la region del
plano correspondiente al suceso {Z < z}, como se observa en la figura 5.20.

Fy(z) = / / fxy (@' y)dy'da'.
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La pdf de Z es

fz(z) = di,leZ(z) = /_ fxy(@, z—2")da' (5.54)

Entonces la pdf de la suma de dos variables aleatorias viene dada por una integral
de la superposicion.
Si X e Y son variables aleatorias independientes, entonces por la ecuacién

(5.23) la pdf viene dada por la integral de la convolucidn de las pdf marginales
de X eVY:

Fo(2) = [ T @) fy (2 — 2y (5.55)

En el capitulo 7 mostramos cémo los métodos de transformacién se usan para
evaluar integrales de convolucién como la de la ecuacién (5.55).

Ejemplo 5.40 Suma de variables aleatorias normales no independien-
tes

Calcula la pdf de la suma Z = X +Y de dos variables aleatorias normales con
media 0, varianza 1 y coeficiente de correlacién p = —1/2.

Solucién

La pdf conjunta para este par de variables se dio en el ejemplo 5.18. La pdf de
Z se calcula substituyendo la pdf de las variables aleatorias normales bivariantes
en la integral de superposicién calculada en el ejemplo 5.39:

fz(2)

/ Ixy(2',z—a")d
1 o0 12 ’ ’ "2 2
_ (02200 (2—a')+(2=a"))/2(1=p%) g/
= e T
2m(1 — p?)1/2 /_OO

1 o 2 ’ 2
_ —(z" =2 z+2 )/2(3/4)d ’
271'(3/4)1/2/ ¢ T

— 00
Después de completar el cuadrado del argumento de la exponencial obtenemos
—2%/2

N

Entonces, la suma de estas dos variables aleatorias normales no independientes

(&

fz(2) =

es también una variable aleatoria Normal con media 0 y varianza 1.

Ejemplo 5.41 Un sistema con redundancia en espera

Un sistema con redundancia en espera tiene un componente clave funcionan-
do y un duplicado de ese componente en modo de espera. Cuando el primer
componente falla, el segundo componente se pone operativo. Calcula la pdf del
tiempo de vida del sistema en espera si los componentes tienen tiempos de vida
independientes distribuidos exponencialmente con la misma media.
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Solucién

Sean Ty y T los tiempos de vida de dos componentes, entonces el tiempo de
vida del sistema es T'=T; + 15 y la pdf de T viene dada por la ecuacién (5.55).
Los términos del integrando son

e ™ >0
1 (L) =
o) {0 2<0

e MEm2) o2 >0
0 T > 2.

sz(Z_:E) = {

Nétese que la primera ecuacion establece el limite inferior de integracién a 0 y la
segunda ecuacién establece el limite superior para z. La ecuacién (5.55) se queda
como

fT(Z):/ Ae M\ AT gy
0
= )\26_’\2/ dr = N\2ze 2.
0

Entonces T' es una variable aleatoria de Erlang con pardmetro m = 2.

La pdf condicionada se puede utilizar para calcular la pdf de una funcién
de varias variables aleatorias. Sea Z = ¢(X,Y) y supongamos que sabemos
que Y =y, enotnces Z = ¢g(X,y) es una funcién de una variable aleatoria. Por
tanto, podemos utilizar los métodos desarrollados en la seccion 4.5 para variables
aleatorias simples para calcular la pdf de Z dado Y = y: fz(2|Y = y). La pdf
de Z se calcula entonces con

fé(z)::j(§)fé(dyﬁfy(yﬂdyﬁ

Ejemplo 5.42 Sea Z = X/Y. Calcula la pdf de Z si X e Y son independientes
y distribuidas exponencialmente con media uno.

Solucién
Asumamos que Y = y, entonces Z = X /y es simplemente una versién de X . Por
tanto, por el ejemplo 4.28

fz(zly) = |yl fx (yzly).

La pdf de Z es por tanto

n@:/|ﬁn@mwwww:/ Wy (523 )dy

— 00 — 00
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Ahora utilizamos el hecho de que X e Y son independientes y con distribucién
exponencial con media 1:

f2(2) = / y W) @)y 2> 0

o0 ’ ’
= / ye Vie Vdy
0

1
= — > 0.
A+2? ~
5.8.2 Transformaciones de dos variables aleatorias

Sea X e Y dos variables aleatorias asociadas a algin experimento y sea Z; y
Z5 dos variables aleatorias definidas por dos funciones de X = (X,Y):

Zi=g1(X) v Zz=g2X).

Ahora consideremos el problema de calcular la cdf y la pdf conjuntas de Z; y
Z2.

La cdf conjunta de Z; y Z3 en el punto z = (21, 22) es igual a la probabilidad
de la regién de x donde gx(x) < zj, para k = 1,2:

FZ17Z2 (21,2’2) = P[gl(X) < 21,92(X) < 22]- (556&)

Si XY tiene pdf conjunta, entonces

Fthz (2’1,2’2) = // fX7y($/,y/)d$/dy/. (556b)
x/ign (X/)<xp

Ejemplo 5.43 Sea W y Z variables aleatorias definidas por
W=mn(X,Y) y Z=mix(X,Y).

Calcula la cdf conjunta de Wy Z en términos de la cdf conjunta de X e Y.
Solucién
La ecuacién (5.56a) implica que

Fyz(w, z) = P{min(X,Y) <w}N{mix(X,Y) < z}].
La regién correspondiente a este suceso se muestra en la figura 5.21. Observando
la figura, queda claro que si z > w, la probabilidad anterior es la probabilidad

del rectangulo semi-infinito definido por el punto (z, z) menos la regién cuadrada
denotada como A. Entonces si z > w,

FW7z(’LU,Z) = F)Qy(Z,Z) — P[A]
= nyy(z, Z) — {Fx_’y(z, Z) — nyy(w, Z) — Fx_’y(z, w) + nyy(w,w)}

= F)Qy(’LU,Z) + Fx,y(z’,’w) — F)Qy(’LU,’LU).
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Figura 5.21 {min(X,Y) <
w={X <w}U{Y <wlly
{méx(X,Y) <z={X <

2} N{Y < z}}.

Si z < w entonces

FW’Z(’LU, Z) = FX’y(Z, Z)

Ejemplo 5.44 Radio y angulo de variables aleatorias normales inde-
pendientes
Sea X e Y variables aleatorias normales independientes de media 0 y varianza
1. Calcula la cdf y la pdf conjuntas de R y O, el radio y el angulo del punto
(X,Y):
R=(X?24+Y%)Y2 0 =tan"}(Y/X).

Solucién
La cdf conjunta de R y © es:

e~ (@ +y%)/2
Fre(ro,) = PR <19,0 < 0] = // ———dxdy
(@9)€R(rg,60) 2
donde
Riro.00) = {(@,y) 1 Va2 + 42 < 19,0 < tan™ (Y/X) < 6o}

La region R, q,) es la regién en forma de trozo de tarta en la figura 5.22.
Cambiamos las variables de coordenadas cartesianas a polares para obtener:

ro o e—r2/2
Fpre(ro,00) = PIR <19,0 < 6] = / / 7 rdrdd
0 0
0
= 52 (1—¢779/%),0 < 0y < 2m0 < 7o < ox. (5.57)

R y © son variables aleatorias independientes, donde R tiene una distribucion de
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Figura 5.22 Regién de
integracién R, q,) en el
ejemplo 5.44.

Rayleigh y © se distribuye uniformemente en el intervalo (0, 27). La pdf conjunta
se obtiene tomando derivadas parciales con respecto a r y 0:

froln8) = 20t
ROV = Grsgon €

1 2
= %(7’677" /2),0 <6 <210 < r < 0.

Esta transformacion conecta todos los puntos del plano de coordenadas car-
tesianas a polares. Podemos también deshacer la transfromacién partiendo de
las coordenadas polares a cartesianas. Primero generamos variables aleatorias
independientes, Rayleigh para R y uniforme para ©. Entonces transformamos
R y © a coordenadas cartesianas para obtener un par de variables aleatorias
independientes normales de media 0 y varianza 1.

pdf de transformaciones lineales

La pdf conjunta de Z se puede calcular directamente en términos de la pdf con-
junta de X calculando los sucesos equivalentes de los rectangulos infinitesimales.
Consideramos la transformacién lineal de dos variables aleatorias:

V=aX+0bY
W =cX +eY

=L

Denotemos A a la matriz de arriba. Vamos a asumir que A tiene inversa,
esto es, que su determinante |ae — be| # 0, de modo que a cada punto (v, w) le
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ix, vl i & ay v {# W

Figura 5.23 Imagen de un rectdngulo infinitesimal bajo una transformacién lineal.

corresponde un tnico punto (z,y) obtenido de

L)

Consideremos el rectdangulo infinitesimal mostrado en la figura 5.23. Los puntos
de este rectangulo se llevan al paralelogramo que se muestra en la figura. El
rectangulo infinitesimal y el paralelogramo son sucesos equivalentes, por tanto,
sus probabilidades deben ser iguales. Entonces

Ixy (z,y)dzdy ~ fy,w (v, w)dP

donde dP es el area del paralelogramo. La pdf conjunta de V' y W viene dada
en consecuencia por

Fow (v, w) = f’“;iffy) (5.59)

dxdy

donde z e y se relacionan con (v, w) mediante la ecuacién (5.58). La ecuacién
(5.59) establece que la pdf conjunta de V' 'y W en (v,w) es la pdf de X e Y en
el punto correspondiente (z,y), pero reescalada por el factor dP/dxzdy. Se puede
demostrar que dP = (Jae — be|)dxdy, y por tanto el factor es

apr ’ _ |ae — be|(dxdy)

= = |ae — be| = |A
dxdy (dxdy) jae = be| = |4],

donde |A| es el determinante de A.
El resultado anterior se puede escribir de forma compacta utilizando la nota-
cién matricial. Sea el vector Z

Z = AX

)
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donde A es una matriz invertible de dimensiéon n x n. La pdf conjunta de Z es
entonces

fx(A_lz) .

fz(z) = (5.60)

Ejemplo 5.45 Transformacién lineal de variables aleatorias conjunta-
mente normales

Sea X e Y las variables aleatorias conjuntamente normales del ejemplo 5.18.
Obtenemos V' 'y W a partir de (X,Y) por

v =l ][]l ]

Calcula la pdf conjunta de V' 'y W.

Solucién
El determinante de la matriz es |A| = 1 y la aplicacién inversa estd dada por

X|1_1]1 -1 Vv

Y| V2l1l 1 W’
entonces X = (V —W)/vV2eY = (V +W)/V/2. Por lo tanto la pdf de V .y W
es

fvw(v,w) = fxy (v — erw) ,

V2 V2
donde
1

fx,Y(%y) = %\/T—PQ

Sustituyendo por z e y, el argumento del exponente queda como sigue

e—(w2—2pzy+y2)/2(1—/)2)_

v—w)?/2—2p(v—w)(v+w)/2+ (v+w)?/2 v2 w?
( )?/2 —2p( )( )/2+( /2 N
2(1 - p?) 2(1+p)  2(1-p)
Entonces
Forw (v, w) = 1 o~ {07204 )+ [w?/2(1-p)]}

27m(1 — p2)1/2

Se puede observar que las variables transformadas V' y W son normales inde-
pendientes de media cero y varianza 1+py 1 —p, respectivamente. La figura 5.24
muestra un mapa de contorno de la pdf conjunta de (X,Y’). Se puede observar
que la pdf tiene simetria eliptica alrededor el origen de los ejes principales a 45°
con respecto a los ejes del plano. En la seccién 5.9 se muestra que la transforma-
cion lineal anterior corresponde a una rotacién del sistema de coordenadas para
que los ejes del plano estén alineados con los ejes de la elipse.
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+

Figura 5.24 Mapa de isobaras
de la pdf normal conjunta del
4 ejemplo 5.45.

Variable aleatoria normal bivariante

Las variable aleatoria Normal bivariante aparecen en numerosas aplicaciones
en ingenieria. Se utiliza con frecuencia para modelar las senales en las aplicaciones
de procesamiento de senales y son el modelo mas importante utilizado en sistemas
de comunicacién que involucran el tratamiento de senales en presencia de ruido.
También juega un papel central en muchas métodos estadisticos.

Se dice que las variables aleatorias X e Y tienen una distribucién normal
bivariante si su pdf conjunta tiene la forma

o (i (52 2o (52) (52) = ()]

fX,Y(zay) =
2mo1094 /1 — pg(y

para —co < r < o0y —oo <y < Q.

(5.61a)

La pdf se centra en el punto (mi, m2) y tiene forma de campana que depende
de los valores de o1, 02 ¥ px,y como se muestra en la figura 5.25. Como se
muestra en la figura, la pdf es constante para los valores = e y para los que el
argumento de la exponencial es constante:

l(szl)Q P (xglml) (z@mg) N (:cgzmzﬂ =cte. (5.61D)

La figura 5.26 muestra la orientacion de estos contornos elipticos para varios

valores de o1, 02 ¥ px,y. Cuando pxy = 0, es decir, cuando X e Y son inde-
pendientes, las lineas de contorno de la pdf son elipses con los ejes principales
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N - _ 3

Figura 5.25 pdf de la normal bivariante (a) p =0 (b) p = —0.9.

alineados con los ejes = e y. Cuando px y # 0, el eje mayor de la elipse se orienta
a lo largo del angulo

1 2
0 = — arctan™' tan (%) . (5.62)
2 o] — 05

Observese que el dngulo es de 45° cuando las varianzas son iguales.
La pdf marginal de X se calcula integrando fx,y(x,y) en todos los y. La
integral se lleva a cabo completando el cuadrado en la exponencial como se hizo
en el ejemplo 5.18. El resultado es que la pdf marginal de X es
ef(xfml)Z/Qaf

V2moq

es decir, X es una variable aleatoria Normal con media m; y varianza o%. Del

fx(z) = (5.63)

mismo modo, se concluye que la pdf marginal de Y es normal con media mso y
varianza o3.
Las pdf condicionadas fx(z]y) y fy(y|x) nos dan informacién acerca de la

interrelacién entre X e Y. La pdf condicionada de X dado que Y =y es

fx(xly)zb(fyi((z)y)
2
2702 (1= P y) -

La ecuacién (5.64) muestra que la pdf condicionada de X dado Y = y es también
normal pero con media condicionada mi + px, y (01/02)(y — ma) y varianza con-
dicionada o3 (1 — pg(yy). Noétese que cuando pxy =0, la pdf condicionada de X
dado que Y = y es igual a la pdf marginal de X . Esto es consistente con el hecho
de que X e Y sean independientes cuando px,y = 0. Por otra parte, a medida
que |px y| — 1 la varianza de X alrededor de la media condicionada se aproxima
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Figura 5.26 Orientacion de las lineas de contorno de la pdf de la normal bivariante
para px,y > 0.

a cero, por lo que la pdf condicionada tiende a una funcion delta en la media con-
dicionada. Asi, cuando |px,y| = 1, la varianza condicionada es igual a cero y X es
igual a la media condicionada con probabilidad uno. Observamos que de manera
similar fy (y|z) es normal con media condicionada ms + px y(02/01)(x —m1) y
varianza condicionada o3 (1 — pg(yy).

Vamos a demostrar que la px y de la ecuacién (5.61a) es de hecho el coeficiente
de correlacién entre X e Y. La covarianza entre X e Y se define por

Cov(X,Y) = E[(X —m1)(Y — my)]
= E[E[(X —m1)(Y —m2)[Y]].

Ahora la esperanza condicionada de (X —m1)(Y —mg) dado Y =y es

E[(X =mi)(Y —mo)|[Y =y] = (y = m2) E[X —m[Y =y
= (y = ma)(E[X|Y =y —m1)

= (y —ma) (PX,YZ_;(?J - m2)) ;
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donde hemos utilizado el hecho de que la media condicionada de X dado Y =y
es my + px.y(01/02)(y — ma). Por lo tanto

E[(X —my)(Y —my)|Y] = /)X,YZ—:(Y —my)?

Cov(X,Y) = EIE((X —m)(¥ —ma)|Y]} = px.y B[V —m2)’]
= pPX,Y0102.

La ecuacién anterior es consistente con la definicion del coeficiente de correlacién,
pxy = Cov(X,Y)/o102. Asi, el pxy en la ecuacién (5.61a) es de hecho el
coeficiente de correlacion entre X e Y.

Ejemplo 5.46 La cantidad de lluvia anual en la ciudades 1 y 2 es modelada por
una variable aleatoria Normal bivariante, X e Y, con pdf dada por la ecuacién
(5.61a). Calcula el valor méas probable de X dado que sabemos que Y = y.

Solucién

El valor més probable de X dado Y = y es el valor z para el que fx(x|y) alcanza
su maximo. La pdf condicionada de X dado Y = y viene dada por la ecuacién
(5.64), que es maxima en la media condicionada

[0}
E[X|y] =mi + pmg—l(y — my).
2

Noétese que éste estimador de “méaxima verosimilitud” es una funcién lineal de
las observaciones y.

Ejemplo 5.47 La estimacién de la senal en presencia de ruido

SeaY = X 4+ N donde X (la “senial”) y N (el “ruido”) son variables aleatorias
normales independientes de media cero con varianzas diferentes. Calcula el coe-
ficiente de correlacién entre la senal observada Y y la senal deseada X. Calcula
el valor « que maximiza fx (z|y).

Solucién
La media y la varianza de Y y la covarianza de X e Y son:

ElY]=E[X]+E[N]=0
0% = E[Y) = E[(X + N)?)] = E[X? 4+ 2XN + N?| = E[X? + E[N?] = 0% + 0%.
Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] = E[X(X + N)| = 0%.

Por lo tanto, el coeficiente de correlacion es:

~ Cou(X,Y) ox ox B 1
PXY = p——— = oy = (o§(+o]2\,)1/2 - (1+ﬁ)1/2'
o%

Nétese que p% y = 0% /02 =1— 0% /0.
:
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Figura 5.27 Una rotacién del
S i sistema de coordenadas
transforma un par de variables

X aleatorias normales

& dependientes en un par de
variables aleatorias normales
independientes.

Para calcular la pdf conjunta de X e Y consideremos la transformacion lineal
siguiente:
X=X cuya inversaes X =X
Y=X+N N=-X+4Y.

De la ecuacién (5.52) tenemos:
fx N(l’, y) e—z2/2o§( 6_"2/2‘”2\’
fxy(@y) = === =
det A V2rox V2mwon

T=r,n=y—o

T=r,n=yY—x

€_$2/20§( e—(y—m)2/2012v
V2rox V2moN
La pdf condicionada de la senal X dado la observacién Y es, entonces:
f ( | ) fX,Y(xv y) 67I2/2G§( ei(yim)Z/zg?\’ vV 27T0'y
zly) = = 2
R fY(y) V2mox V2rnony e Y /20%

2 2 2
oo -4 () + (5) - (2))} ew{tagipe- %07

V2ronox /oy V2ronox /oy
2 2
_ 1 _ Ix
exp { ez (o~ (7))
Vi Py OxX

Esta pdf alcanza su maximo cuando el argumento del exponente es cero, es decir,

2
ox 1
€T = _— = .
<X+N>y 11 %)’
X

La relacién senal-ruido (SNR) se define como el cociente entre la varianza de
X y la varianza de N. Para SNR alta este estimador da = ~ y, y a muy baja
relacion senal-ruido, da x ~ 0.
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Ejemplo 5.48 Rotacién de una variable aleatoria Normal bivariante

La elipse correspondiente a una normal bivariante forma un dngulo

1 2p0109
0 = ~arctan | — 5
2 oy — 0%

en relacién con el eje x. Supongamos que se define un nuevo sistema de coor-
denadas cuyos ejes estan alineados con los de la elipse, como se muestra en la
figura 5.27. Esto se logra mediante el uso de la matriz de rotacién siguiente:

{V]_{ cos 6 sin@][X]
w —sinf  cosf Y |’
Para demostrar que las nuevas variables aleatorias son independientes basta con
demostrar que tienen covarianza cero:
Coo(X,Y) = EI(V — EV])(W — E[W])]
= E[{(X —my)cost+ (Y —mg)sinf}
X{—(X —mq)sinf + (Y — ma) cos6}]
= —o?sinfcosd + Cov(X,Y) cos? 0
—Cov(X,Y)sin? 0 + o5 sin f cos 0
(02 — 0}) € 20 + 2Cov(X,Y) cos 20

2
~ c0s20[(03 — 01) tan 20 + 2Cov(X,Y)
= 5 .
Si hacemos que el angulo de rotacién 6 sea tal que
2Cov(X,Y
tan 20 = 7?( 5 ),
01 — 03

entonces la covarianza de V' y W es igual a cero como se requeria.

Problemas

5.1 Sea X el maximo e Y el minimo del nimero total de caras obtenidas por

Carlos y Miguel al lanzar una moneda equilibrada dos veces cada uno.

(a) Describe el espacio S subyacente de este experimento aleatorio y muestra el
rango del par (X,Y).

(b) Calcula las probabilidades de todos los valores de (X,Y).

(c) Calcula P[X =Y.

(d) Repite las partes b y ¢ considerando que la moneda de Carlos esta trucada,
con una P[C] = 3/4.

5.2 Sea H y W la estatura y el peso en el ejemplo 5.1. El indice de masa
corporal es una medida de la grasa corporal y se define como bmi = W/H?>
donde W esta en kilogramos y H en metros. Determina y dibuja en el plano los
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siguientes sucesos: A = {“obeso” ,bmi > 30}; B = {“sobrepeso” ,25 < bmi <
30}; C = {“normal” ,18.5 < bmi < 25} y A = {“por debajo” ,bmi < 18.5}.

5.3 (a) Calcula y dibuja px,y(z,y) del problema 5.1 cuando la moneda es
equilibrada.

(b) Calcula px(x) y py (y).
(¢) Repite la parte a) y la b) si Carlos usa la moneda trucada.

5.4 (a) Dibuja la cdf conjunta del par (X,Y") del problema 5.1 y verifica que
las propiedades de la cdf conjunta se satisfacen. Encontraras util dividir
primero el plano en regiones donde la cdf es constante.

(b) Calcula la cdf marginal de X e Y.

5.(a) Elpar (X,Y) tiene cdf conjunta dada por:

Fyy(z.y) = {(1 —1/22)(1=1/y?) z>1,y>1
0 en otro caso.
(a) Dibuja la cdf conjunta.
(b) Calcula la cdf marginal de X y de Y.
(c) Calcula la probabilidad de los siguientes sucesos: {X < 3,V < 5} {X >
4, > 3}.

5.5 ;Es vélida la siguiente cdf? ;Por qué?

(1-1/2%y?) z>1,y>1
Fxy(z,y) =

0 en otro caso.
5.6 El nimero N de usuarios que han iniciado sesién en un sistema y el tiem-
po T hasta que el siguiente usuario termina su sesién tienen una probabilidad
conjunta dada por:

PIN=nT<t]l=1-pp" 11— n=1,2,... t>0.

3 )

a) Dibuja la probabilidad conjunta.

(a)
(b) Calcula la pmf marginal de N.
(¢) Calcula la cdf marginal de 7.
(d) Calcula P[N < 3,T > 3/)].

5.7 Sea la pdf conjunta de X e Y:

fxy(z,y)=klz+y) 0<2z<1,0<y<1

(a) Calcula k.
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(b) Calcula la cdf conjunta de (X,Y).
(¢) Calcula la pdf marginal de X y de Y.
(d) Caleula P[X < Y], P[Y < X2], P[X +Y > 0.5].

5.8 Sea X el nimero de pares enteros de puntos observados en la tirada de un
dado y sea Y el resto de puntos. ;Son X e Y variables aleatorias independientes?

5.9 Marta toma el autobus de las 7:30 todas las mananas. El tiempo de llegada

del autobiis a la parada es uniforme en el intervalo [7:27,7:37]. La llegada de

Marta a la parada de autobus es también uniforme en el intervalo [7:25,7:40].

Asumiendo que las llegadas de Marta y del autobus son independientes.

(a) ;Cudl es la probabilidad de que Marta llegue més de cinco minutos antes
que el autobus?

(b) ;Cual es la probabilidad de que Marta pierda el autobts?

5.10 ;Son independientes X e Y del problema 5.47
5.11 ;Son independientes X e Y del problema 5.77

5.12 (a) Calcula E[(X +Y)2].

(b) Calcula la varianza de X + Y.

(¢) ¢Bajo qué condicién es la varianza de la suma igual a la suma de las varianzas
individuales?

5.13 Sea N y T el ntimero de usuarios que iniciaron sesion y el tiempo hasta el
siguiente cierre de sesién del problema 5.6. Calcula la correlacién y la covarianza
de N y T e indica si las variables aleatorias son independientes, ortogonales y/o
incorreladas.

5.14 Sea X e Y dos variables aleatorias Normales independientes con media 0
y varianza 1. Demuestra que Z = X/Y es una variable aleatoria de Cauchy.

5.15 Las variables aleatorias X e Y tienen pdf conjunta:
fxy(zy)=csen(x+y) 0<z<7/2,0<y<m/2

(a) Calcula el valor de la constante c.

(b) Calcula la cdf conjunta de X e Y.

(c) Calcula las pdf marginales de X y de Y.
(

d) Calcula la media, varianza y covarianza de X e Y.

5.16 Un inspector selecciona un producto para su inspeccion de acuerdo con el
resultado del lanzamiento al aire de una moneda: el producto es inspeccionado si
el resultado es cara. Supongamos que el tiempo entre llegadas de los productos
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es una variable aleatoria exponencial con una media uno. Supongamos que el

tiempo para inspeccionar un producto es un valor constante t.

(a) Calcula la pmf para el ntimero de llegadas de productos entre inspecciones
consecutivas.

(b) Calcula la pdf del tiempo entre inspecciones, X. Sugerencia: Utiliza la espe-
ranza condicionada.

(¢) Determine el valor de p, de modo que con una probabilidad del 90 %, una
inspeccion se completa antes de que el siguiente punto sea seleccionado
para su inspeccion.

5.17 El tiempo de vida X de un dispositivo es una variable aleatoria exponen-
cial con media = 1/R. Supongamos que, debido a irregularidades en el proceso
de produccion, el pardmetro R es aleatorio y tiene una distribucién gamma.

(a) Calcula la pdf conjunta de X y R.

(b) Calcula la pdf de X.

(c) Calcula la media y la varianza de X.

5.18 Sea X e Y muestras de una senal aleatoria en dos instantes de tiempo.

Supongamos que X e Y son variables aleatorias Normales independientes de

media cero con la misma varianza. Cuando la senial “0” estd presente la varianza

es 05 y cuando la sefial “1” se presenta la varianza es o7 > o2. Supongamos
que las senales 0 y 1 ocurren con probabilidades p y 1 — p, respectivamente. Sea

R? = X2 4+ Y? la energfa total de las dos observaciones.

(a) Calcula la pdf de R? cuando la sefial 0 estd presente y cuando signal 1
estd presente. Calcula la pdf de R2.

(b) Supongamos que usamos la siguiente regla de “deteccién de senales”: si
R? > T, decidimos que la sefial 1 esté presente, de lo contrario, decidimos
que es la senal 0. Calcula la expresién para la probabilidad de error en
términos de T'.

(¢) Determine el valor de T que minimiza la probabilidad de error.

5.19 Sea Uy, Uy, ... una secuencia de variables aleatorias Normales indepen-
dientes de media cero y varianza uno. Un “filtro de paso bajo” toma la secuencia
U; y produce como salida la secuencia X,, = (U, + Up,—1)/2 y un “filtro de paso
alto” produce la secuencia Y;, = (U,, — U,,—1)/2 como salida.

(a) Calcula la pdf conjunta de X,, y X,,—1; de X,, vy Xpoom, m > 1.

(b) Repite la parte a) para Yj,.

(¢) Calcula la pdf conjunta de X,, e Yy,.



6.1

Variables aleatorias
multidimensionales

En el capitulo anterior hemos presentado métodos para trabajar con dos va-
riables aleatorias. En este capitulo se extienden estos métodos para el caso de n
variables aleatorias de las siguientes maneras:

= Mediante la representacién de n variables aleatorias como un vector se obtiene
una notaciéon compacta para las pmf, cdf y pdf conjuntas, asi como para
las distribuciones marginales y condicionadas.

= Presentamos un método general para calcular la pdf de transformaciones de
variables aleatorias multivariantes.

= La descripcién de la distribucién de una variable aleatoria multivariante es
dada por un vector de valor esperado y una matriz de covarianza.

= Utilizamos transformaciones lineales y funciones caracteristicas para calcular
representaciones alternativas de vectores aleatorios y sus probabilidades.

= Desarrollamos estimadores éptimos para estimar el valor de una variable alea-
toria basado en las observaciones de otras variables aleatorias.

= Se muestra como la variable aleatoria Normal multivariante tiene una funcién
caracteristica y una pdf compactas y faciles de utilizar.

Variables aleatorias multidimensionales

La nocién de variable aleatoria se generaliza facilmente al caso en que varias
cantidades sean de interés. Una variable aleatoria multivariante X es una
funcién que asigna un vector de niimeros reales a cada elemento ¢ € S del espacio
muestral de un experimento aleatorio. Utilizaremos letras mayusculas en negrita
para las variables aleatorias vectores. Por convencién, X es un vector columna
(n filas por una columna), por lo que la variable aleatoria multidimensional con

componentes X1, Xo,..., X, se corresponde con
X1
Xo
X = = [X1, Xo,..., X,]7T,
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donde “T” denota la traspuesta de una matriz o un vector. De vez en cuando
escribiremos X = (X1, Xo,...,X,,) para ahorrar espacio y omitiremos la tras-
puesta excepto cuando trabajemos con matrices. Los posibles valores que toma
la variable aleatoria vectorial se denotan como x = (1,22, ...,2,) donde z; se
corresponde con el valor de X;.

Ejemplo 6.1 Llegadas a un conmutador de paquetes

Los paquetes llegan a cada uno de los tres puertos de entrada de un conmutador
de paquetes de acuerdo a ensayos de Bernoulli independientes con p = 1/2. Cada
paquete que llega tiene la misma probabilidad de ser destinado a cualquiera
de los tres puertos de salida. Sea X = (X1, X2, X3) donde X, es el ntimero
total de paquetes que llegan al puerto de salida 7. X es una variable aleatoria
multidimensional cuyos valores son determinados por el patrén de llegadas a los
puertos de entrada.

Ejemplo 6.2 Conteos de Poisson multivariantes

Un experimento aleatorio consiste en contar el niimero de defectos en un chip
semiconductor y en identificar su ubicacion. El resultado de este experimento
consiste en el vector ¢ = (n,y1,y2,-..,Yn), donde el primer componente espe-
cifica el numero total de defectos y el resto de los componentes especifican las
coordenadas de su ubicaciéon. Supongamos que el chip se compone de M regio-
nes. Sea N1(¢), N2(¢),..., Nu(¢) el ntimero de defectos en cada una de estas
regiones, es decir, Ni(() es el nimero de y que estdn en la regién k. El vector
N(¢) = (N1, Na, ..., Nas) es entonces un vector aleatorio.

Ejemplo 6.3 Muestras de una senal de audio

Sea la senal de audio X (¢) el resultado ¢ de un experimento aleatorio. Sea la
variable aleatoria X = X (kT) la muestra de la sefial tomada en el instante k7.
Un codec mp3 procesa el audio en bloques de n muestras X = (X1, Xo, ..., X,).
X es una variable aleatoria multivariante.

Sucesos y probabilidades

A cada suceso A relacionado con X = (X3, Xs,...,X,,) le corresponde una
region en el espacio real de n dimensiones R™. Como antes, utilizaremos con-
juntos “rectangulares” en forma producto como nuestros elementos bésicos de
construccién. Para la variable aleatoria multidimensional X = (X7, Xo,..., X,,),
estamos interesados en sucesos en su forma producto

A:{XlEAl}ﬂ{XQEAQ}ﬂ"'ﬂ{XnEAn}, (61)
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donde cada Ay es un suceso de dimensién uno (i.e., un subconjunto de la recta
real) relacionado sélo con Xj. El suceso A se verifica cuando todos los sucesos
{X} € Ax} ocurren.

Estamos interesados en calcular las probabilidades de estos sucesos en forma
producto:

P[A] = PIX € A] = P[{X1 € A1} N{X3 € A2} N-N{X, € An}]
2 PX1 €A1, Xa€Ay,..., X €Ay (6.2)

En principio, la probabilidad en la ecuacién (6.2) se obtiene calculando la pro-
babilidad de los sucesos equivalentes en el espacio muestral subyacente, esto es,

P[A] = P[{¢ € S : X(¢) € A}]
=P[{CeS: X1(() € A1, X2(C) € Ag,..., Xn(C) € An}].  (6.3)

La ecuacién (6.2) es la base de la definicién de la funcién de masa de probabilidad,
la funcion de distribucién y la funcién de densidad conjuntas de n dimensiones.
Las probabilidades de otros sucesos se pueden expresar en términos de estas tres
funciones.

Funciones de distribucién conjuntas

La funcion de distribucién conjunta de X, Xs,..., X, se define como
la probabilidad de un rectdngulo semi-infinito n-dimensional asociado al punto

(1'17 s 7$n):

Fx(X) £ FXl,Xg,...,Xn($1;$2; e ,,CCn) = P[Xl S ,CCl,XQ S Loy ... 7Xn S ,CCn]
(6.4)
La cdf conjunta esta definida para variables aleatorias discretas, continuas y de
tipo mixto. La probabilidad de sucesos en forma producto se puede expresar en
términos de la cdf conjunta.

La cdf conjunta genera una familia de cdf marginales para las subcolecciones
de las variables aleatorias X1, ..., X,,. Estas cdf marginales se calculan colocando
+0o0 en las entradas apropiadas en la ecuacién (6.4). Por ejemplo:

La cdf conjunta de X7,..., X,,_1 viene dada por

Ejemplo 6.4 Un transmisor de radio envia una senal a un receptor utilizando
tres caminos. Sea X7, X5 y X3 las senales que llegan al receptor a través de cada
camino. Calcula Plmax(Xy, X, X3) < 5].
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Solucién
El méximo de los tres ntmeros es menor que 5 si y sélo si cada uno de los tres
nimeros es menor que 5; entonces
P[A] = P{X; <5} N{Xy <5} N{X3 <5}
- FX17X2,X3 (5a 5, 5)

La funcion de masa de probabilidad conjunta de n varaibles aleatorias
discretas se define por

px(X) £ px17x2,___7xn($1,$2, N ,.Z‘n) = P[Xl = .Z‘l,XQ = T2,... ;Xn = .Z‘n]
(6.5)
La probabilidad de cualquier evento n-dimensional A se calcula sumando la pmf
de todos los puntos del suceso

PX e Al = Z Zthsz X, (@1, T, ). (6.6)
xEA

La pdf conjunta genera una familia de pmf marginales que especifican las
probabilidades conjuntas para subcolecciones de las n variables aleatorias. Por
ejemplo, la pmf de una dimensién de X; se calcula sumando la pmf conjunta en
todas las variables excepto x;:

pXj(%') Z Z Z prhx27 L X $1,$2,...,£L'n).

Tj 1 Tj41
(6.7)
La pmf conjunta bidimensional de cualquier par X; y X}, se calcula sumando la
pmf en todo el resto de variables y asi sucesivamente. Entonces, la pmf marginal
para Xi,...,X,_1 viene dada por

PX1,e X1 (T150 o, Tnt) prl,xz, X (T1, @2, X)) (6.8)

Se obtiene una familia de pmf condicionadas condicionando la pmf conjunta

a diferentes subcolecciones de varaibles aleatorias. Por ejemplo, sipx, .. x, , (z1,.. -,

0:
DXy, X, X (T1, X2y -0, Tp)
DXt X1 (T15 ey Tn—1)

Px, (SCn|IL'1, ey Tn— 1) (69&)

Repetidas aplicaciones de la ecuacién (6.9a) llevan a la siguiente (muy 1til)
expresion:
DXy X (T2, T0) =

Px, (Tnl 1, Tn-1)Px, o (Tn-1|T15 - Tno2) - DX, (T2]71)px (T1).
(6.9b)

xnfl) >
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Ejemplo 6.5 Llegadas a un conmutador de paquetes
Calcula la pmf conjunta de X = (X7, Xo, X3) del ejemplo 6.1. Calcula P[X; >
Xs].

Solucién

Sea N el numero total de paquetes que llegan a los tres puertos de entrada. Cada
puerto de entrada tiene una llegada con probabilidad p = 1/2, entonces N es
binomial con pmf:

3\ 1
pn(n) = <n> ¥ para 0 <n < 3.
Dado que N = n, el nimero de paquetes que llegan a cada puerto de salida tiene
una distribucién multinomial:
nlo L parai+j+k=n,i>0,j>0k>0

PX1,X2,X5 (i,j, k|l+]+k = n) = ¢ itk a
0 en otro caso.

La pmf conjunta de X es:

of 1/3\1 1
px(0,0,0) = G551 30 (0) 23738
o1

3\1 _ 3
1,0,0) = px(0,1,0) = px (0,0,1) = —— () L _ 3
px(1,0,0) =px(0,1,0) =px(0,0,1) 0!0!1!31<1)23 24

) T3z \2)28 T 72
px(2,0,0) = px(0,2,0) = px(0,0,2) = 3/72
px(1,1,1) = 6/216
px(0,1,2) = px(0,2,1) = px(1,0,2) = px(1,2,0) = px(2,0,1) = px(2,1,0) = 3/216
px(3,0,0) = px(0,3,0) = px(0,0,3) = 1/216

20 1 /3\ 1 6
px(1,1,0) = px(1,0,1) = px(0,1,1) ( )— = —

2,0,0

Por dltimo:

= 8/27.

Decimos que las variables aleatorias X1, Xo, ..., X, son variables aleatorias
conjuntamente continuas si la probabilidad de cualquier suceso n-dimensional
A es dada por una integral de n dimensiones de una funcién de densidad:

P[X € A] :/ ~~/fX1_,m7Xn(x/1,...,x;)dx’l...dz;, (6.10)

x€A
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donde fx,.. x,(x1,...,2y) es la funcién de densidad conjunta.
La cdf conjunta de X se obtiene a partir de la pdf conjunta integrando:

xT1 Tn
FX(X):FX1,X2,...,XW($1;$2;---;xn):/ / le,___7Xn($'1,...,x;l)dx/1...dx;l.
—o00 —00

(6.11)
La pdf conjunta (si existe la derivada) viene dada por
5’!1
A
L ) = F ).
Fx(®) = i X X0 (@1, 82 n) = e B X (@15 20)
(6.12)

Una familia de pdf marginales se asocia con la pdf conjunta de la ecuacion
(6.12). La pdf marginal para un subconjunto de variables aleatorias se obtiene
integrando en las otras variables. Por ejemplo, la pdf marginal de X; es

le(xl):/ Ixy o x, (1, @y, .. 2l))dal ... dx),. (6.13)
Como otro ejemplo, la pdf marginal de X7, ..., X,,_1 viene dada por
IxioXo (X1, o) = fxoox, @ T, 2, da,. (6.14)

Una familia de pdf condicionadas también se asocia con la pdf conjunta.
Por ejemplo, la pdf de X,, dados los valores de X1,...,X,,_1 viene dada por

Sxpox, (@, )
le ..... Xn71($17...,$n71)

an,(xn|x17---;$n—1) = (615&)

si fX17...,Xn71 (,CCl, . ;xn—l) > 0.
Repitiendo aplicaciones de la ecuacién (6.15a) llegamos a la expresién andloga
de la ecuacién (6.9b):

fxiox, (@1, .. x,) =

Ix, @nlor, o xn1) fx, o (Tn—tl@n, o 2n2) - fxg (T2]) fx, (1)
(6.15b)

Ejemplo 6.6 Las variables aleatorias X7, X5 y X3 tienen la pdf Normal

e—(z§+$§—\/§z1z2+1/2$§)
fX1,X2,X3(‘r17‘r27x3) = 27_‘_\/77_

Calcula la pdf marginal de X; y X3. Calcula la pdf condicionada de X5 dados
X1y Xs.

Solucién
La pdf marginal para el par X; y X3 se calcula integrando la pdf conjunta en
ZTo:

32 oo om(itai—vEnm)

N S T

dl‘g.
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La integral de arriba se resolvié en el ejemplo 5.18 con p = —1/+/2. Sustituyendo
el resultado de la integral, obtenemos
e—$§/2 €_Z§/2
s(r1,203) = — —.
fX1 , X3 ( 1 3) \/ﬁ \/ﬁ
Entonces, X; y X3 son variables aleatorias normales independientes con media

cero y varianza 1.
La pdf condicionada de X5 dadas X7 y X3 es:

| GV o o
fX2($2|$17$3) - 27.‘.\/7_7. €_$§/2€_$?/2

o~ (/203423 —VEn122) o= (x2—w1/V2)?

Vr G
Concluimos que X5 dadas X; y X3 es una variable aleatoria Normal con media
x1/V/2 y varianza 1/2.

Ejemplo 6.7 Secuencia multiplicativa

Sea X uniforme en el intervalo [0,1], X2 uniforme en [0, X;] y X3 uniforme
en [0, Xo]. (Nétese que X3 también es el producto de tres variables aleatorias
uniformes.) Calcula la pdf conjunta de X y la pdf marginal de Xs.

Solucién
Para 0 < z < y < x < 1, la pdf conjunta es no nula y dada por:
11 1
fX11X2,X3(:C17$27$3) = fXa (Z|$,y)fX2(y|1')fX1 (:L') - ;E - :c_y
La pdf conjunta de X5 y X3 esno nula para0 < z < y < 1y se calcula integrando
x entre y y 1:
1 1
1 1 1
sz_Xg(zg,zg):/ —dr=—-Inz| =-In-
y TY y v Yy
Obtenemos la pdf de X3 integrando y entre z y 1:
1 1
1 1 1
fxs(xs) = f/z glnydy =— §(lny)2 ) = 5(1112)2.

Notese que la pdf de X3 se concentra alrededor de valores cercanos a x = 0.

Independencia
La coleccién de variables aleatorias X1, ..., X,, es independiente si
P[X; € A1, Xy € Ag,..., X, € A,] = P[X; € A1|P[Xs € Ao ... P[X,, € A,)]

para cualquier conjunto de sucesos unidimensionales A1, ..., A, . Se puede probar
que X1y, ..., X, son independientes si y solo si

FX1,...,Xn, (-rlv ceey :EN) = FXI (:Cl) s FXn (.Z'n) (616)
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para todo 1, ..., z,. Si las variables aleatorias son discretas, la ecuacién (6.16)
es equivalente a

DXy X (@1, ) = pxy (1) - px, (Tn) VT, T

Si las variables aleatorias son conjuntamente continuas, la ecuacién (6.16) es
equivalente a

fX17~~-;Xn (.111, ceey acn) = fX1 (.171) . an (.I}n) Vl’l, ey L.

Ejemplo 6.8 Las n muestras Xi,..., X, de una senal ruidosa tienen una pdf
conjunta dada por

e~ (@i++ah)/2
(27T)"/2

le,,,,7XH($1,...,$n): VTi,...,Ty.

Claramente, la expresiéon anterior es el producto de n pdf normales de una di-
mensién. Entonces, X1, ..., X, son variables aleatorias normales independientes.

Funciones de varias variables aleatorias

Las funciones de varias variables aleatorias surgen de forma natural en expe-
rimentos aleatorios. Por ejemplo, X = (X1, Xs,...,X,,) puede corresponder a
las observaciones de n repeticiones de un experimento que genera una variable
aleatoria dada. Casi siempre nos interesaran la media y la varianza muestral de
las observaciones. En otro ejemplo X = (X1, Xo,...,X,,) se puede corresponder
con muestras a muestras de una senal del habla y podemos estar interesados en
la extraccién de caracteristicas que se definen como funciones de X para su uso
en un sistema de reconocimiento de voz.

Una funcidén de varias variables aleatorias

Sea Z la variable aleatoria definida como una funcién de varias variables alea-
torias:
Z =g(X1,Xo,...,X,). (6.17)

La cdf de Z se calcula mediante el suceso equivalente {Z < z}, esto es, el conjunto
R, ={x:g(x < z)}, entonces

Fz(z) = P[X € R, = /

X

. /leXn(xll,,x;l)dzlldx;l (6.18)
E z

La pdf de Z entonces se calcula tomando la derivada de Fyz(z).
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Ejemplo 6.9 Maximo y minimo de n variables aleatorias

Sea W = méx(X1, Xo,..., X)) y Z = min(X1, Xo,...,X,), donde las X; son
variables aleatorias independientes con la misma distribucién. Calcula Fyy (w) y
FZ (Z) .

Solucién
El maximo de X1, Xo,..., X, es menor que z si y solo si cada X; es menor que
x, por lo que:

Fw(’w) = P[mzix(Xl,Xg, e ;Xn) S ’LU]
= P[X; <w|P[Xy <w|...P[X, <w]=(Fx(w))".
El minimo de X7, Xo,..., X, es mayor que z si y sélo si cada X; es mayor que
x, por lo que:
1— Fz(z) = Plmin(Xy, Xs, ..., X,) > 2]
= P[X; > z]P[X2 > z]...P[X,, > z] = (1 = Fx(2))"

Fz(2) =1—(1— Fx(2))"

Ejemplo 6.10 Ejemplo de fusién de llegadas independientes de Poisson

Las peticiones de paginas web llegan a un servidor desde n fuentes indepen-
dientes. La fuente j genera paquetes con distribucién exponencial con una tasa
de tiempo entre llegadas A;. Calcula la distribucién de los tiempos entre llegadas
consecutivas al servidor.

Solucién

Sea X1, Xo,...,X, los tiempos entre llegadas de las diferentes fuentes. Cada
X satisface la propiedad de no tener memoria, por lo que el tiempo que ha
transcurrido desde la ultima llegada de cada fuente es irrelevante. El tiempo
hasta la proxima llegada del multiplexor es entonces:

7 = min(Xl, XQ, ceey Xn)
Por lo tanto, la pdf de Z es la siguiente:
1-— Fz(z) = P[mfn(Xl,Xg, Ce 7Xn) > Z]
= P[X; > z|P[X2 > z]... P[X,, > 7]

= (1= Fx,(2))(1 = Fx,(2)) ... (1 = Fx, (2))

— e—klze—)\gz o e—knz —()\1+A2+“‘+>\n)z-

=€

El tiempo entre llegadas es una variable aleatoria Exponencial con tasa A + Ao +
e A

Ejemplo 6.11 Fiabilidad de sistemas redundantes
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Un cluster de ordenadores tiene n subsistemas independientes y redundan-
tes. Cada subsistema tiene un tiempo de vida distribuido exponencialmente con
parametro A. El grupo funcionard siempre y cuando al menos un subsistema
estd funcionando. Calcular la cdf del tiempo hasta el fallo del sistema.

Solucién
Sea X1, Xo,..., X, el tiempo de vida de cada subsistema. El tiempo hasta el
fallo del tltimo subsistema es:

W = IIlé,X()(l,AXVQ7 N 7Xn)

Entonces la cdf de W es:

F(w) = (Fx(w))” = (1 — e )" =1 — <T>e)‘w + (’;)em .

Transformaciones de vectores aleatorios

Sean X1, Xo, ..., X, variables aleatorias de un experimento y sean Z1, Zo, ..., Z,
variables aleatorias definidas por una transformacion que consiste en n funciones

de X = (Xl,...,Xn)Z
Z1=q1(X) Za=g2X) ... Zn=gu(X).

La cdf conjunta de Z = (Z1,...,Z,) en el punto z = (z1,...,2,) es igual a la
probabilidad de la regién de x donde gi(x) < z, para k =1,...,n:

Fz, . .z,(21,. s 20) = Plg1(X) < 21, .., gn(X) < 24]. (6.19a)
Si X1,...,X, tienen pdf conjunta, entonces

FZl,...,Zn(Zlv---vzn):/---/ Ixaox, (@, o a)da . dal,.
z'igp (') <z
(6.19b)

Ejemplo 6.12 Dado un vector aleatorio X, calcula la pdf conjunta de la si-
guiente transformacion:

Z1 = g1(X4) = a1 Xy + b1,
Zy = g2(X2) = aaXs + bo,
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Solucién
Noétese que Z = apXi + b < zp si y sélo si X < (Zk — bk)/ak, si ap > 0,

entonces
zZ1 — b1 zZ9 — b2 Zn — b
FZ1,Z2,...,ZTL(21;’22;'";Zn)P|:X1 S 7X2§ 7---;Xn§ - -
al ag (079
Zlfbl ZQ*bQ anbn
:FXl,Xg,....,Xn ) P
a1 ag Qnp
57’7,
[20, 20,2, (21, 22, -y 2n) = mFZhZz,...,Z.ﬂ (21,22, -, 2n)
1 Zl—bl 22—b2 Zn—bn
= 7fX17X27“~;Xn ) yer .
al...0an a1 as An,
6.3 Esperanza de variables aleatorias multidimensionales

En esta seccién caracterizaremos una variable aleatoria multidimensional a
través de las esperanzas de sus componentes y de funciones de los mismos. Nos
centraremos en la caracterizacion de variables aleatorias multidimensionales uti-
lizando su vector de medias y su matriz de covarianza. Presentaremos también
la funcién caracteristica conjunta de un vector aleatorio.

La esperanza de una funcién g(X) = ¢g(X1,...,X,) de un vector aleatorio
X = (Xy,...,X,) viene dada por:

7] = I [T 9@ ma, ) fx (@1, @2, . an)daydas . dz, X conjuntamente continua
Zzl o Zzn g(x1, 22, .., ) px (X1, T2, . o, X)) X discreta.

(6.20)

Un ejemplo importante es g(X) igual a la suma de funciones de X. El procedi-

miento que lleva a la ecuacién (5.26) y un razonamiento de induccién demuestra
que:

Elg1(X) + 92(X) + - + 9u(X)] = E[g1(X)] + - - + E[gn(X)]. (6.21)

Otro ejemplo importante es g(X) igual al producto de n funciones individuales de
los componentes. Si X1, ..., X,, son variables aleatorias independientes, entonces

Elg1(X1)g2(X2) -+ gn(Xn)] = E[g1(X1)|Elg2(X2)] . .. Elgn(Xn)].  (6.22)

6.3.1 Vector de medias y matriz de covarianza

La media, varianza y covarianza proporcionan informacion util sobre la distri-
bucién de una variable aleatoria y son faciles de estimar, de modo que frecuente-
mente estaremos interesados en caracterizar las variables aleatorias multidimen-
sionales en términos de sus primeros y segundos momentos. Ahora definimos el
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vector de medias y la matriz de covarianza. Después exploraremos el vector de
medias y la matriz de covarianza de una transformacién lineal de una variable
aleatoria multidimensional.

ParaX = (Xy,...,X,) el vector de medias se define como el vector columna
de las esperanzas de los componentes Xj:

X, E[X,]
X, E[Xo]

mx =EX]=E| . = : . (6.23a)
X, E[X,]

La matriz de correlacién contiene los segundos momentos de X:

E[X? E[XiXs] - E[X1X,)
Ry — | P2 E[X3] EXo X | (6.23b)
E[X,Xi] E[X,X,] -+ E[X}]

La matriz de covarianza tiene como entradas los momentos centrales de se-
gundo orden:

E[(X1 —m)?] Bl(X1 —m1)(Xz —m2)] - E[(X1 —m)(Xn —ma)]
Ky — | Pl&2—m2) (X —m)] E[(X2 —m2)?] o Bl(X2 —me)(Xy — mn)
B[(Xy — ma)(X1 —mp)] Bl(Xp—ma)(Xa—ma)] - E[(Xn —my)?]
(6.23¢)

Tanto Rx como Kx son matrices simétricas de dimensiéon n x n. Los ele-
mentos de la diagonal de Kx vienen dados por las varianzas V[Xj] = E[(X} —
mg)?] de los elementos de X. Si estos elementos estdn incorrelados, entonces
Cov(X;, X)) = 0 para j # k y Kx es una matriz diagonal. Si las variables
aleatorias X7i,..., X, son independientes, entonces son incorreladas y Kx es
diagonal. Por tltimo, si el vector de esperanzas es 0, esto es, my = E[X;] =0
para todo k, entonces Rx = Kx.

Ejemplo 6.13 Sea X = (X3, X5, X3) la variable aleatoria Normal multivariante
del ejemplo 6.6. Calcula E[X] y Kx.

Solucién
Reescribimos la pdf conjunta como sigue:
5 ( ) o~ (@IHTI—2g5m12) —a/2
X1,X2,X5\T1,22,T3) = .
)2 V2T

o 17(7%

Vemos que X3 es una variable aleatoria Normal con media 0 y varianza 1 y que
es independiente de X7 y X5. Tambien observamos que X; y Xo forman una
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normal bivariante con media 0 y varianza 1 y con coeficiente de correlacion

1 o CO’U(X1 s XQ)

PX1,Xo \/5 X, 0%, OU( 1, 2)
Entonces el vector de medias es mx =0y
1
11 -7 0
Kx = -5 1 0
0 0 1

Ahora desarrollamos expresiones compactas para Rx y Kx. Si multiplicamos
X, una matriz n x 1 y X7, una matriz 1 x n, obtenemos la siguiente matriz de
dimension n x n:

. X7 XXy - XX,
X2 2 ...

XXT = . [Xl,XQ, P aXn] = X2X1 X2 XQXn
X.n X, X1 X, Xo --- X721

Si definimos la esperanza de una matriz como la matriz de las esperanzas de sus
elementos, podemos escribir la matriz de correlacién como:

Rx = E[XXT]. (6.24a)
La matriz de covarianza es entonces:

Kx = E[(X — mx)(X — mx)”]
= E[XXT] — me[XT] — E[X]mXT + meXT
= RX — meXT. (624b)

Transformaciones lineales de vectores aleatorios

En ingenieria muchos sistemas son lineales en el sentido que seré elaborado mas
adelante. Frecuentemente estos sistemas se pueden reducir a una transformacioén
lineal de un vector o de variables aleatorias donde la “entrada” es X y la “salida”
esY:

X1

... Xo
Y = az1  a22 A2 ' — AX.

ai; a2 -+ Qin

Gp1  Ap2 -+ Gpn X,
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La esperanza del componente k-ésimo de Y es el producto escalar de la k-ésima
fila de A y de X:

E[Yi]=E Zaijj = ZakjE[Xj].
j=1 j=1

Cada componente de E[Y] se obtiene de la misma forma, por tanto:

Z?:l ale[Xj] a1 Qg - Qin E[Xl]
my = E[Y] = 2=t a?jE[Xj] _ | am am - az, EPQ]
2?21 an; B[X;] @i n2 ot Gnn E[X,]

— AE[X] = Amx. (6.25a)

La matriz de covarianza de Y es entonces:

Ky = B[(Y —my)(Y —my)’] = E[(AX — Amx)(AX — Amx)’]
= B[A(X —mx)(X — mx)TAT] = AB[(X — mx)(X — mx)?]AT
= AKxAT, (6.25b)

donde utilizamos el hecho de que la transpuesta de la multiplicacién de matrices
es el producto de las matrices transpuestas en orden inverso: {A(X —mx)}? =
(X — l’l’lx)TAT.

La matriz de covarianza entre dos vectores aleatorios X e Y se define
como:

KXY = E[(X — mx)(Y — my)T] = E[XYT] — meYT = RXY — meYT.
Estamos interesados en la covarianza entre X e Y = AX:

Kxy = E[(X — mx)(Y — my)"] = E[(X - mx)(X — mx)"A”]
= KxAT. (6.25¢)

Ejemplo 6.14 Transformacién de un vector aleatorio incorrelado

Supongamos que los componentes de X estan incorrelados y tienen varianza
1, entonces Kx = I, la matriz identidad. La matriz de covarianza para Y = AX
es

Ky = AKxA”T = ATAT = AAT. (6.26)

En general, Ky = AA” no es una matriz diagonal y por tanto, los componentes
de Y estan correlados. Siempre se puede calcular la matriz A tal que la ecua-
ci6én (6.26) se verifique para un Ky dado. Podemos entonces generar un vector
aleatorio Y con cualquier matriz de covarianza Ky que deseemos.
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Supongamos que los componentes de X estan correlados y por tanto, Kx no
es una matriz diagonal. En muchas situaciones estaremos interesados en calcular
una matriz de transformacion tal que Y = AX tenga componentes incorrelados.
Esto requiere calcular A tal que Ky = AKxA7” es una matriz diagonal. En la
ultima parte de esta seccién mostramos como calcular dicha matriz A.

Ejemplo 6.15 Transformaciéon a un vector aleatorio incorrelado
Supongamos que los vectores X7, Xo y X3 del ejemplo 6.13 se transforman
utilizando la matriz:

>

I
AR

!
=gl
_ o O

Calcula E[Y] y Ky.

Solucién
Como mx = 0, entonces F[Y| = E[Amx] = 0. La matriz de covarianza de Y
es:

O 1 1 0 11 -5 0 1 1 0
v=AKxAT=2 11 -1 0| | -& 1 0 ~1 0
0 1 0 0 1 0 1
1
1 Lo 1-L 1+ 0 - 0 0
1 N 1 s _ B
—3| 1 1o 1- L (1+ﬁ) 0 0 1+ 0
0 1 0 0 1 0 0 1

La transformacién lineal produce un vector de variables aleatorias Y = (Y7, Y5,Y3)
con componentes incorrelados.

Variable aleatoria normal multivariante

Las variables aleatorias X, X, ..., X, forman una normal multivariante si su
pdf conjunta es dada por
exp{f%(x -m)TK~1(x —m)}
(27T)n/2|K|1/2 ’

Fx(%) 2 X, X x, (@1, Tn) = (6.27a)

donde x y m son vectores columna definidos por

X1 mq E[Xl]
X9 mo E[Xg]

Tn my, E[X,]



234

Variables aleatorias multidimensionales

y K es la matriz de covarianza que esta definida por

V[Xl] CO’U(Xl,XQ) CO’U(Xl,Xn)
CO’U(XQ,Xl) V[XQ] N CO’U(XQ,Xn)
K= _ _ _ (6.27b)
Cov(X,, X1) V[X,)

La (.)T en la ecuacién (6.27a) denota la transpuesta de un vector o una matriz.
Nétese que la matriz de covarianza es una matriz simétrica porque Cov(X;, X;) =
Cov(X;, X;).

La ecuacién (6.27a) demuestra que la pdf de una variable aleatoria Normal
multivariante estd completamente especificada por las medias y las varianzas
individuales y las covarianzas de cada par. Se puede demostrar utilizando la
funcién caracteristica conjunta que todas las pdf marginales asociadas con la
ecuacion (6.27a) también son normales y que éstas también estdn completamente
especificadas por el mismo conjunto de medias, varianzas y covarianzas.

Ejemplo 6.16 Verifica que la pdf normal bivariante dada en la ecuacién (5.61a)
tiene la forma de la ecuacién (6.27a).

Solucién
La matriz de covarianza para el caso bidimensional es dado por

2

2
K — o7 PX, Y0102
- )
PX,YO0102 g5

donde hemos utilizado el hecho de que Cov(X1, X2) = px,yoi102. El determi-

nante de K es 0703(1 — p% y) de modo que el denominador de la pdf tiene la

forma correcta. La inversa de la matriz de covarianza es también una matriz real

simétrica:
2
K1 1 lop —pPX, Y0102
T 5202(1 — 52 _ 2 :
o703 ( /)X,Y) PX, Y0102 o1
El término del exponente es entonces:
2
1 o5 —pPX, Y0102 xr — mq
2,2(1 B} (ximlayimQ) 2
oto3(1 = pXy) —pX,y 0102 o1 y —my

_ 1 e — 03 (x —m1) — px,yo102(y — ma)
B afag(l—pg(yy)( LY 2) { —px,yo102(z —my) + o3y — mz) }
(@ =m1)/01)* = 2px v ((x —m1)/o1)((y — ma)/o2) + ((y — mz)/Uz)Q'

B (1- P%{,Y)

Entonces la pdf bidimensional tiene la forma de la ecuacién (6.27a).

Ejemplo 6.17 El vector de variables aleatorias (X, Y, Z) es normal multivarian-
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te con medias cero y matriz de covarianza:

VIX] Cov(X,Y) Cov(X,Z) 1.0 02 03
K=| Coo(Y,X) V[Y] Cou(Y,Z) | =102 1.0 04
Cov(Z,X) Cov(Z,Y)  V|[Z] 0.3 04 1.0

Calcula la pdf marginal de X y Z.

Solucién
Podemos resolver este problema de dos formas. La primera involucra la integra-
cién directa de la pdf para obtener la pdf marginal. La segunda implica utilizar
el hecho de que la pdf marginal de X y Z también es normal y tiene el mismo
conjunto de medias, varianzas y covarianzas. Vamos a utilizar el segundo método.
El par (X, Z) tiene media cero y matriz de covarianza:
K - V[X] Cov(X,Z) _ |10 03
Cov(Z,X) V[Z] 03 1.0 |’

La pdf conjunta de X y Z se calcula sustituyendo un vector nulo en la media y
esta matriz de covarianza en la ecuacién (6.27a).

Ejemplo 6.18 Independencia de variables aleatorias normales multiva-
riantes incorreladas

Supongamos que X7, Xo,..., X, forman una variable aleatoria Normal mul-
tivariante con Cov(X;, X;) = 0 para ¢ # j. Demuestra que X1, Xo,...,X,, son
variables aleatorias independientes.

Solucién
Por la ecuacién (6.27b) vemos que la matriz de covarianza es una matriz diagonal:

K = diag[V(X;)] = diag[o}).
Entonces

1
K=t = diag [—2}
o1

(¢ — m) K (x — m) = Z € ;_mi)Q |

Por tanto, por la ecuacién (6.27a)

Fx(x) = exp{—3 > i1 [(®i — mi/0i)] }|K|1/2 _ H exp{—3[(z; —m;/0;)]*} Hin (2).

(2m)n/2 2mo? -

i=1 =1

Entonces X1, Xo,..., X, son variables aleatorias normales independientes.

Ejemplo 6.19 pdf condicional de una variable aleatoria Normal
Calcula la pdf condicional de X,, dadas X1, Xo,..., X,,_1.
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Solucién

Sea K,, la matriz de covarianza de X,, = (X1,Xs,...,X,) v K,_1 la matriz
de covarianza de X,, = (X1, X2,...,X,_1). Sea Q, =K'y Q,,.1 = K},
entonces estas ultimas matrices son submatrices de las primeras matrices como

se muestra a continuacion:

Kln an
Kn,1 Kzn anl Q2n
Kln K2n oo Knn an QQn <o an
Mas abajo usaremos el subindice n o n — 1 para distinguir entre los dos vectores
aleatorios y sus parametros. La pdf marginal de X,, dadas X, Xo,..., X,,—1 es
dada por:
Ix, (%)
an T |1y .- - axn—l) =
o P s 001)
- exp{—%(xn - mn)TQn(Xn - mn)} (27r)(n71)/2|Kn71|1/2
@m)" 2K, [ 72 XD 3 (%n—1 — M1) Qo (X1 — M 1)}

eXp{_%(Xn - mn)TQn(Xn - mn) + %(Xn—l - mn—l)TQn—l(Xn—l - mn—l)}
V2K, V2 /Ko |12 '

Los términos de la expresién de arriba vienen dados por:

1 1
*g(xn - mn)TQn(Xn - mn) + §(Xn71 - mnfl)Tanl(xnfl - mnfl)
=Qun{(xn —myp) + B} — Qun B? (6.28)
donde B = 5= Y071 Qju(w; —my) v [Kal/Kn1| = 1/Qun-

Esto implica que X, tiene media m,, — B y varianza 1/Q,,,. El término Qnn B?
es parte de la constante de normalizacion. Entonces concluimos que:

2
exp {—% (.I' — My + Qin Z?gll Qj"(wj - mJ)) }
V27 Qun '

Vemos que la media condicionada de X,, es una funcion lineal de las “observa-

an(l’n|l’1, .. -axn—l) =

ciones” x1,%a,...,Tp_1.

Problemas

6.1 Sean las variables aleatorias X, Y y Z independientes. Calcula las siguientes
probabilidades en términos de Fx(x), Fy (y) y Fz(2).

(a) P[|X|<5,Y <4,7% >8]

(b) P[X =5,Y <0,Z > 1].

(¢) Pmin(X,Y,Z) < 2].

(d) Pméx(X,Y,Z) > 6].
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6.2 Un transmisor de radio envia una senal s > 0 a un receptor utilizando tres
caminos. Las senales que llegan al receptor a lo largo de cada camino son:

X1:S+N1,X2:S+N2,X3:S+N3,

donde N3, Ny y N3 son variables aleatorias Normales independientes con media

0 y varianza 1.

(a) Calcula la pdf conjunta de X = (X7, X, X3). (Son X1, X2 y X3 variables
aleatorias independientes?

(b) Calcula la probabilidad de que el minimo de las tres senales sea positivo.

(c) Calcula la probabilidad de que la mayorfa de las senales sean positivas.

6.3 Sea la pdf conjunta de X, Y y Z:
fxyz(®,y,z) =k(@+y+z)para0 <r<1,0<y<1,0<z<1.

(a) Calcula k.
(b) Calcula fx(z|y,z)y Fz(z|x,y).
(c) Calcula fx(z), fy(y) v Fz(2).

6.4 Sea X1, Xo,...,X, variables aleatorias binarias que toman valores 0 o 1
para denotar si un altavoz estd en silencio (0) o activo (1). Un altavoz en silencio
continua en ese estado durante el siguiente bloque de tiempo con probabilidad 3/4
y un altavoz activo sigue activo con probabilidad 1/2. Calcula la pmf conjunta
de X1, X5, X3 y la pmf marginal de X3. Asumiendo que el altavoz comienza en
silencio.

6.5 Un experimento aleatorio tiene cuatro posibles resultados. Supongamos que
el experimento se repite n veces de forma independiente y sea X}, el niimero de
veces que ocurre el resultado k. La pmf conjunta de (X1, Xo, X3) viene dada por

n3l (n+3
(n+3)! \ 3

(a) Calcula la pmf marginal de (X1, Xa2).

(b) Calcula la pmf marginal de X;.

(¢) Calcula la pmf condicionada conjunta de (X2, X3) dado que X; = m, donde
0<m<n.

—1
p(ki, ko, k3) = ) para 0 < k; v k1 + ko + ks < n.

6.6 EIl numero de peticiones de tipo 1, 2 y 3, respectivamente, que llegan a una
estacion de servicio en t segundos son variables aleatorias de Poisson indepen-
dientes con medias \it, Aat y Ast. Sea N1, No y N3 el numero de peticiones que
llegan durante un tiempo T distribuido exponencialmente con media «t.

(a) Calcula la pmf conjunta de Ny, Na y Ns.

(b) Calcula la pmf marginal de Nj.

(c) Calcula la pmf condicionada de Ny y Ny dado que Ns.
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6.7 Se instala N dispositivos al mismo tiempo. Sea Y el tiempo hasta el fallo

del primer dispositivo.

(a) Calcula la pdf de Y si los tiempos de vida de los dispositivos son indepen-
dientes y tienen la misma distribucion de Pareto.

(b) Repite la parte a) si los tiempos de vida tienen distribucién Weibull.

(¢) Sea Ii(t) la funcién indicadora del suceso “el dispositivo k-ésimo estd en
funcionamiento en el tiempo t”. Sea N(t) el ntmero de dispositivos que
estdn en funcionamiento en el tiempo t: N(t) = I1(t) + L2(t) + - - - + In(1).
Calcula la pmf de N(t), su media y su varianza.

6.8 Un receptor de un sistema de comunicaciéon multiusuario acepta K senales
binarias de K transmisores independientes: Y = (Y1,Ys,...,Y%), donde Y} es
la senal recibida desde el transmisor k-ésimo. Un sistema ideal para el vector
recibido viene dado por:

Y=Ab+N

donde A = [ag] es una matriz diagonal de ganancias positivas del canal, b =

(b1,ba,...,bk) es el vector de bits de cada transmisor donde by = +1 y N es un

vector de K variables aleatorias independientes Normales con media 0 y varianza

1.

(a) Calcula la pdf conjunta de Y.

(b) Supongamos que b = (1,1,...,1), calcula la probabilidad de que todos los
componentes de Y sean positivos.

6.9 (a) Calcula la pdf conjunta de la media y la varianza muestral de dos
variables aleatorias:

X X X, — M)? X5 — M)?
Mo 1;2‘/:(1 );(2 )

en términos de la pdf conjunta de X; y Xo.

(b) Evalua la pdf conjunta si X7 y Xs son variables aleatorias Normales inde-
pendientes con la misma media y varianza 1.

(¢) Evaluar la pdf conjunta si X; y X2 son variables aleatorias independientes
Exponenciales con parametro 1.

6.10 Calcula E[M], E[V]y E[MV] en el problema anterior.

6.11 Calcula el vector de medias y la matriz de covarianza de las tres senales
X = (X1, X2, X3) en el problema 6.2

6.12 Calcula el vector media y la matriz de covarianza del nimero de llegadas
de paquetes en un tiempo aleatorio Ny, No y N3 en el problema 6.6. Sugerencia:
Utiliza la esperanza condicionada.
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6.13 Sea X = (X3, Xo, X3, X4) variables aleatorias independientes con media
igual y varianza 1. Calcula el vector de medias y las matrices de covarianza de
Y = AX:

[1 1/2 1/4 1/8
1o 1 12 1/4
@A=10 o 1 1
L0 0 0 1
r1 1 1 1
1 -1 1 -1
(b) A= 1 1 -1 =1
|1 -1 -1 1

6.14 Sea X = aU + bV y y = ¢U + dV, donde |ad — be| # 0. Calcula una
expresion de F[XY] en términos de los momentos conjuntos de U y V.

6.15 Sea X = (Xi, X5, X3) una variable aleatoria Normal multivariante con
media y covarianza dadas por:

1 3/2 0 1/2
mx — 0 KX: 0 1 0
2 1/2 0 3/2

(a) Calcula la pdf de X en notacién matricial.
(b) Calcula la pdf de X utilizando la expresién cuadrética en la exponencial.
(¢) Calcula las pdf marginales de X1, Xo y X3.

6.16 Sea Uj, U, y Us variables aleatorias Normales independientes de media 0
y varianza 1l ysea X =Uy, Y =U1 +Us y Z =Uy + Us + Us.

(a) Calcula la matriz de covarianza de (X,Y, Z).

(b) Calcula la pdf conjunta de (X,Y, Z).

(c) Calcula la pdf condicionada de Y y Z dada X.

(d) Calcula la pdf condicionada de Z dadas X e Y.

6.17 Un modelo més realista para el receptor del sistema de comunicacién
multiusuario del problema 6.8 consiste en que la K senales recibidas Y =
(Y1,Y3,...,Yk) vienen dadas por:

Y =ARb+ N

donde A = [oy] es una matriz diagonal de ganancias positivas del canal, R

es una matriz simétrica que tiene en cuenta las interferencias entre usuarios y

b = (b1,ba,...,bk) es el vector de bits de cada transmisor. N es el vector de K

variables aleatorias Normales independientes con media 0 y varianza 1.

(a) Calcula la pdf conjunta de Y.

(b) Supongamos que con el objetivo de recuperar b, el receptor calcula Z =
(AR)~1Y. Calcula la pdf conjunta de Z.
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6.18 Sea Uy, Uy, ... una serie de variables aleatorias Normales independientes

de media 0 y varianza 1. Un “filtro de paso bajo” toma la secuencia U; y produce

la serie de salida X,, = (U,, + Up—1)/2 y un “filtro de paso alto” produce la sere

de salida Y, = (U, — Up,—1)/2.

(a) Calcula la pdf conjunta de X,4+1, X;, v Xpp—1 y también de X, Xy ¥
Xn+2m; m > 1.

(b) Repite la parte a) para Yj,.

(¢) Calcula la pdf conjunta de X,,, X,,,, Y, e Yy,.

(d) Calcula la funcién caracteristica correspondiente conjunta correspondiente a
los apartados a), b) y c).

6.19 Sea X1, Xo,..., X, muestras de una senal. Supongamos que las muestras
son variables aleatorias Normales con covarianza,

2

o 1=
Cov(Xi, Xj) = po? |i—j|=1
0 en otro caso.

Supongamos que tomamos bloques de dos muestras consecutivas para formar un

vector X que es transformado para formar Y = AX.

(a) Calcula la matriz A tal que los componentes de Y son variables aleatorias
independientes.

(b) Sea X; y X;4+1 dos bloques consecutivos y sea Y; e Y, 1 las variables trans-

formadas correspondientes. ;Son independientes los componentes de Y; e
Y17

6.20 Un multiplexor combina N senales digitales de TV en una linea de comu-

nicaciones comun. La senal de TV n genera X,, bits cada 33 ms, donde X,, es

una variable aleatoria Normal con media m y varianza o2. Supongamos que el

multiplexor acepta un total maximo de 7" bits de las fuentes combinadas cada 33

ms y el resto son descartados. Asumimos que las N senales son independientes.

(a) Calcula la probabilidad de que los bits sean descartados en un periodo dado
de 33 ms, si T' = m, + to, donde m,, es la media total de bits generados
por las fuentes combinadas y ¢ es la desviacién tipica del numero total de
bits producidos por las fuentes combinadas.

(b) Calcula el nimero medio de bits descartados por periodo.

(c) Calcula la fraccién limite de bits perdidos por el multiplexor.

(d) Calcula el nimero medio de bits por fuente en el apartado a) y calcula
el niimero medio de bits perdidos por fuente. ;Qué pasa cuando N crece
(tiende a infinito)?

(e) Supongamos que se necesita que t se ajuste con N tal que la fraccién de
bits perdidos por fuente se mantenga constante. Calcula una ecuacion cuya
solucion lleve al valor deseado de t.
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(f) ;Cambian los resultados anteriores si las senales tienen una covarianza dos
a dos igual a p?



7.1

Suma de variables aleatorias

Muchos problemas implican contar las veces que ocurren algunos sucesos, me-
dir los efectos acumulados o calcular medias aritméticas de series de medidas.
Normalmente, estos problemas se reducen al problema de calcular, de forma
exacta o aproximada, la distribucién de una variable aleatoria que consiste en
la suma de n variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.
En este capitulo, investigamos la suma de variables aleatorias y sus propiedades
cuando n crece.

En la seccién 7.1 mostramos que la funcién caracteristica se utiliza para cal-
cular la pdf de la suma de variables aleatorias independientes. En la seccion 7.2
discutimos el estimador de la media muestral para la esperanza de una varia-
ble aleatoria y el estimador de la frecuencia relativa para la probabilidad de un
suceso. Definiremos medidas para comprobar la bondad de estos estimadores.
Después estudiaremos las leyes de los grandes ntimeros, que son teoremas que
establecen que los estimadores de la media muestral y la frecuencia relativa con-
vergen a sus correspondientes esperanzas y probabilidades al aumentar el niimero
de muestras. Estos resultados teéricos demuestran la remarcable consistencia en-
tre la teoria de la probabilidad y el comportamiento observado, reforzando la idea
de la interpretacion de la probabilidad como la frecuencia relativa.

En la seccién 7.3, presentaremos el teorema central del limite, que establece
que, bajo condiciones muy generales, la cdf de la suma de variables aleatorias
se aproxima a la de la variable aleatoria Normal incluso cuando la cdf de las
variables aleatorias individuales sea muy diferente a la de la normal. Este resul-
tado permite aproximar la pdf de la suma de variables aleatorias por la pdf de
la variable aleatoria Normal. Este resultado también explica por qué la variable
aleatoria Normal aparece en muchas y muy diversas aplicaciones.

Suma de variables aleatorias

Sea Xi, Xo,..., X, una serie de variables aleatorias y sea S, su suma:
S,=X1+Xo+---+X,. (7.1)

En esta seccién calcularemos la media y la varianza de S,,, asi como la pdf de
Sy, en el caso especial en el que las X; son variables aleatorias independientes.
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Media y varianza de la suma de variables aleatorias

En la seccion 6.3 se demostré que independientemente de la dependencia es-
tadistica, la esperanza de la suma de n variables aleatorias es igual a la suma de
las esperanzas:

EXi+Xo+ -+ X, =E[X1]+ - -+ E[X,]. (7.2)

Entonces, es suficiente con conocer las medias de las X; para calcular la media
de S,,.

El siguiente ejemplo muestra que para calcular la varianza de la suma de
variables aleatorias, necesitamos conocer las varianzas y las covariazas de las
X;.

Ejemplo 7.1 Calcula la varianza de Z = X 4+ Y.

Solucién
Segun la ecuacién (7.2), E[Z] = E[X +Y] = E[X] + E[Y]. La varianza de Z es
por tanto

V[Z] = E((Z - E|Z))*) = B[(X +Y - E[X] - E[Y])?]
= E[{(X - E[X]) + (Y - E[Y])}?]
= E[(X - E[X])2 +(Y — B[Y])* + (X - EIX])(Y — E[Y))
+(Y = EY])(X — E[X])]
=V[X]+V[Y]+ COV(X,Y)+COV(Y,X)
=V[X]+V[Y]+2C0V(X,Y).

En general, la covarianza COV (X,Y) no es igual a cero, de modo que la varianza
de la suma no es necesariamente igual a la suma de las varianzas individuales.

El resultado del ejemplo 7.1 se puede genralizar al caso de n variables aleato-
rias:

V(X1 +Xo 44+ X,) = EXY (X5 — E[X;]) Y (Xi — B[X4])

= zn:V[Xk] +Zicov<xj,xk). (7.3)

Entonces, en general, la varianza de la suma de variables aleatorias no es igual
a la suma de las varianzas individuales.
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Un caso especial importante es cuando las X; son variables aleatorias inde-

pendientes. Si X1, Xo, ..., X,, son variables aleatorias independientes, entonces
la COV(X;,X,)=0paraj#ky
VXi+Xo+-+X,)=V(X1) +--+ V(X,). (7.4)

Ejemplo 7.2 Suma de variables aleatorias iid
Calcula la media y la varianza de la suma de n variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas (iid), cada una de ellas con media p y

varianza 2.

Solucién
La media de S,, se obtiene con la ecuacién (7.2):

E[S,] = E[X1]+ -+ E[X,] = nu.

La covarianza de los pares de variables aleatorias independientes es cero, de modo
que por la ecuacién (7.4),

va que V[X;] =0? paraj=1,...,n.

pdf de la suma de variables aleatorias independientes

Sea X1, Xo, ..., X, n variables aleatorias independientes. En esta seccién mos-
tramos cémo los métodos de la tranformada se pueden usar para hallar la pdf
de Sn:Xl—f—Xg—f——f—Xn

Primero consideremos el caso paran = 2, Z = X + Y donde X e Y son
variables aleatorias independientes. La funcién caracteristica de Z viene dada
por

= @X(w)il)y(w), (75)

donde la cuarta igualdad se deduce por el hecho de que las funciones de variables
aleatorias independientes también son variables aleatorias independientes, como
discutimos en el ejemplo 5.25. Entonces, la funcién caracteristica de Z es el
producto de las funciones caracteristicas de X e Y.

En el ejemplo 5.39 vimos que la pdf de Z = X +Y viene dada por la convoluciéon
de las pdf de X y de Y

f2(2) = fx (@) * fy (y). (7.6)
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Recordemos que ®z(w) también puede verse como la transformada de Fourier
de la pdf de Z:

Oz(w) = F{fz(2)}.
Calculando la transformada de la ecuacién (7.6) a la ecuacién (7.5) obtenemos
Dz(w) = F{fz(2)} = F{fx (@) * fr (y)} = x(w) Py (w). (7.7)

La ecuacién (7.7) establece el conocido resultado de que la transformada de
Fourier de la convolucién de dos funciones es igual al producto de transformadas
de Fourier individuales.

Ahora consideremos la suma de n variables aleatorias independientes:

Sp=X1+Xo+-+ X,.
La funcién caracteristica de S, es
B, (w) = E[e/Sn] = BleieatXat X))
= E[eijl] o E[ej“’X"]
=0x, (W) ... Px, (w). (7.8)

Entonces la pdf de S,, se puede calcular por medio de la transformada inversa
de Fourier del producto de las funciones caraceristicas individuales de las Xj.

fs,(X)=F Hox, (w)...0x, (w)}. (7.9)

Ejemplo 7.3 Suma de variables aleatorias normales independientes

Sea S, la suma de n variables aleatorias normales independientes con medias

mi,...,my y varianzas o%,...,02. Calcula la pdf de S,,.

Solucién
La funcién caracteristica de X}, es

. 2 2
(I)Xk _ e-i—]wmk w0, /2

entonces, por la ecuacién (7.8),
n
dg (w) _ H e+jwmk7w20i/2
k=1

= exp{jw(mi+ - +mn) —w o+ +07)/2}

Esto es la funcién caracteristica de una variable aleatoria Normal. Entonces S,,
es una variable aleatoria Normal con media mq +- - -+m,, y varianza o7 +- - -+o2.

Ejemplo 7.4 Suma de variables aleatorias iid
Calcula la pdf de la suma de n variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas con funciones caracteristicas

Dy, (w)=Px(w) parak=1,...,n.
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Solucién
La ecuacién (7.8) implica inmediatamente que la funcién caracteristica de S, es

Bg (W) = {Dx(w)}™ (7.10)

La pdf de S, se calcula tomando la transformada inversa de esta expresion.

Ejemplo 7.5 Suma de variables aleatorias exponenciales iid
Calcula la pdf de la suma de n variables aleatorias independientes y distribui-
das exponencialmente, todas con parametro .

Solucién
La funcién caracteristica de una variable aleatoria Exponencial es
@

(bx(w) = ogfjw.

Por el ejemplo anterior tenemos entonces que

@S”(w):{aajw}n'

Vemos que 5, es una variable aleatoria Erlang de pardmetro m.

Cuando trabajamos con variables aleatorias enteras, por lo general, es prefe-
rible trabajar con la funcién generadora de probabilidad

Gn(z) = E[ZV].
La funcién generadora para la suma de variables aleatorias discretas indepen-
dientes, N =X; +---4+ X,,, es
Gn(z) = E[zX T tX0] = B[2X] ... E[z%)]
=Gx,(2)...Gx, (2). (7.11)

Ejemplo 7.6 Calcula la funcién generatriz de una suma de n variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas geométricas.

Solucién
La funcién generadora de una variable aleatoria Geométrica esta dada por
pz
Gx(z) = .
x(2) 1—gz

Por lo tanto, la funcién generadora de la suma de n de estas variables aleatorias

Gnlz) = {1pzqz}"_

independientes es
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Vimos que ésta es la funcién generatriz de una variable aleatoria Binomial ne-
gativa de parametros p y n.

La media muestral y las leyes de los grandes niimeros

Sea X una variable aleatoria cuya media, E[X] = p, es desconocida. Sean
X1,..., X, n medidas repetidas e independientes de X; esto es, las X; son
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (iid) con
la misma pdf que X. La media muestral de la serie se utiliza para estimar
E[X]:

1
M, = — X;. A2
POIRY (712)

En esta seccion calcularemos la esperanza y la varianza de M, con el objetivo
de comprobar la efectividad de M,, como estimador para E[X]. También inves-
tigaremos el comportamiento de M,, cuando n crece.

El siguiente ejemplo muestra que el estimador de frecuencia relativa para la
probabilidad de un suceso es un caso especial de la media muestral. Entonces, los
resultados derivados mas abajo para la media muestral son también aplicables
al estimador de la frecuencia relativa.

Ejemplo 7.7 Frecuencia relativa

Consideremos una secuencia de repeticiones independientes de un experimento
aleatorio y sea [I; la variable aleatoria funcién indicatriz de la ocurrencia del
suceso A en la prueba j-ésima. El nimero total de ocurrencias de A en los
primeros n ensayos es entonces

Npy=5L+1Lh+ -+1,.

La frecuencia relativa del suceso A en las n primeras repeticiones del experi-
mento es entonces

fa(n) = %le- (7.13)

Entonces, la frecuencia relativa f4(n) es simplemente la media muestral de las
variables aleatorias I;.

La media muestral en si es una variable aleatoria, por lo que presenta una
variacién aleatoria. Un buen estimador debe tener las siguientes dos propiedades:
(1) En el promedio, debe dar el valor correcto del pardmetro que se calcula,
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es decir, E[M,] = p; y (2) no debe variar demasiado del valor correcto del
pardmetro, es decir, E[(M,, — p)?] es pequefio.
La esperanza de la media muestral viene dada por

1 & 1 &
E[M,] = E EZXJ‘ ZgZE[Xj]Zu, (7.14)
j=1 j=1

dado que E[X;] = E[X] = p para todo j. Asi, la media muestral es igual
a E[X] = p, en promedio. Por esta razén, se dice que la media muestral es
un estimador insesgado de u. La ecuacién (7.14) implica que el error medio
cuadratico de la media muestral alrededor de u es igual a la varianza de M,,, es
decir,

E[(Mn - M)2] = E[(Mn - E[Mn])2]

Nétese que M,, = S, /n, donde S,, = X7 + X3+ --- + X,,. De la ecuacién (7.4),
V[S,] = n V[X,] = no?, ya que las X, son variables aleatorias iid. Asf

1 no? o?
VIM,] = EV[S"] =T = (7.15)
La ecuacién (7.15) indica que la varianza de la media muestral se aproxima a
cero, cuando el numero de muestras crece. Esto implica que la probabilidad de
que la media muestral esté cerca de la media real se acerca a uno a medida que
n se hace muy grande. Podemos formalizar esta afirmaciéon mediante el uso de

la desigualdad de Chebyshev, la ecuacién (4.76):

VI[M,,
P[|M,, — E[M,]| > ¢] < [52 ]
Sustituyendo E[M,] y V[M,], obtenemos
o2
Pl|M,, —n| >¢e] < — 7.16
1M~ 2 €] < (7.16)

Si tenemos en cuenta el complementario del suceso considerado en la ecuacién

(7.16), obtenemos

0_2

P|M,, —u|<e]>1-— ok (7.17)
Asi, para cualquier eleccion del error € y probabilidad 1 —§, podemos seleccionar
el nimero de muestras n para que M, se encuentre dentro de un intervalo de
ancho ¢ alrededor de la media verdadera con probabilidad 1 — § o superior. Los

siguientes ejemplos ilustran esto.

Ejemplo 7.8 Se mide un voltaje de valor constante pero desconocido. Cada
medida X es en realidad la suma de las v tensiones deseadas y un ruido N; de
media cero y desviacién tipica de 1 microvoltio (pV):

Xj:U+Nj.
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Supongamos que las tensiones de ruido son variables aleatorias independientes.
;Cuantas mediciones son necesarias para que la probabilidad de que M, se en-
cuentra a menos de € = 1uV de la media real sea por lo menos 0.997

Solucién
Cada medicién X; tiene media v y varianza 1, asi que a partir de la ecuacién
(7.17) se requiere que n satisfaga

0.2

1——2:1—1:0.99.
ne n
Esto implica que n = 100.
Por tanto, si tuviéramos que repetir la medicién 100 veces y calcular la media
de la muestra, en promedio, por lo menos 99 de cada 100 veces, la media muestral

resultante estard a menos de 1V del verdadero valor.

Notese que si n tiende a infinito en la ecuacién (5.20) obtenemos
lim P[|M,, —u| <e] =1
n—00

La ecuacién (7.17) requiere que las X; tengan varianza finita. Se puede demostrar
que este limite se mantiene incluso si la varianza de las X; no existe. Presentamos
este resultado mas general:

TEOREMA 7.1 (Ley débil de los grandes niimeros) Sea X1, Xo,... una secuen-
cia de variables aleatorias iid con media finita E[X]| = p, entonces para € > 0,

lim P[|M, —p| <€l =1. (7.18)

La ley débil de los grandes ntmeros establece que para un valor fijo suficien-
temente grande de n, la media muestral utilizando n muestras estard cerca de
la media real con una probabilidad alta. La ley débil de los grandes niimeros no
responde a la pregunta sobre qué pasa con la media muestral como funcién de
n al realizar mediciones adicionales. Esta pregunta se responde con la ley fuerte
de los grandes ntmeros, que discutiremos a continuacion.

Supongamos que realizamos una serie de mediciones independientes de la mis-
ma variable aleatoria. Sea X1, Xo,... la secuencia resultante de variables alea-
torias iid con media p. Consideremos ahora la secuencia de medias muestrales
resultante de las mediciones anteriores: My, Mo, ..., donde M, es la media mues-
tral calculada usando desde la muestra X; hasta X;. La nocién de regularidad
estadistica discutida en el capitulo 1 nos lleva a esperar que esta secuencia de
medias muestrales converja a u, es decir, que esperamos que con probabilidad
alta, cada secuencia de medias muestrales se acerca a p y se queda alli, como se
muestra en la figura 7.1. En términos de probabilidades, esperamos lo siguiente:

P[lim M, =p] =1;

n— o0

esto es, con certeza virtual, cualquier secuencia de calculo de medias muestrales
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Figura 7.1 Convergencia de la
secuencia de medias
- muestrales a E[X].

converge a la media verdadera de la cantidad. La demostracién de este resultado
estd muy por encima del nivel de este curso, pero tendremos la oportunidad de
aplicar el resultado en situaciones diversas en secciones posteriores.

TEOREMA 7.2 (Ley fuerte de los grandes ntimeros) Sea X1, Xa,... una se-
cuencia de variables aleatorias #id con media finita E[X] = p y varianza finita,
entonces
P[lim M, =p]=1. (7.19)
n—oo

La ecuacién (7.19) parece similar a la ecuacién (7.18) pero en realidad son afir-
maciones drasticamente diferentes. Establece que con probabilidad 1, cualquier
secuencia de cdlculos de medias muestrales se aproximardn eventualmente y per-
manecerdn cerca de E[X]| = p. Este es el tipo de convergencia que esperamos en
situaciones fisicas donde la regularidad estadistica se verifica.

Con la ley fuerte de los grandes ntimeros cerramos el circulo del proceso de mo-
delizacion. Comenzamos en el capitulo 1 afirmando que la regularidad estadistica
se observa en muchas fenémenos fisicos y de esto dedujimos un nimero de pro-
piedades de la frecuencia relativa. Estas propiedades se usaron para formular
una serie de axiomas a partir de los cuales desarrollamos la teoria matemati-
ca de la probabilidad. Ahora hemos cerrado el circulo y demostrado que, bajo
ciertas condiciones, la teoria predice la convergencia de las medias muestrales a
los valores esperados. Hay ain puntos no unidos entre la teoria matematica y el
mundo real (es decir, nunca vamos a poder llevar a cabo un ndmero infinito de
mediciones y calcular un nimero infinito de medias muestrales). Sin embargo, la
ley fuerte de los grandes niimeros demuestra la notable coherencia entre la teoria
y el comportamiento fisico observado.

Ya hemos indicado que las frecuencias relativas son casos especiales de la media
muestral. Si aplicamos la ley débil de los grandes ntimeros a la frecuencia relativa
de un suceso A, fa(n), en una secuencia de repeticiones independientes de un
experimento aleatorio, obtenemos

Tim P fa(n) - P[A]| <] = 1. (7.20)
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Si aplicamos la ley fuerte de los grandes nimeros, obtenemos

P[lim fa(n) = P[A]] = 1. (7.21)

n—r00

Ejemplo 7.9 Con el fin de estimar la probabilidad de un suceso A, se lleva a
cabo una secuencia de ensayos de Bernoulli y se observa la frecuencia relativa de
A. ;Cuédnto ha de ser n para tener una probabilidad 0.95 de que la frecuencia
relativa esté a menos de 0.01 de p = P[A]?

Solucién
Sea X = I4 la funcién indicatriz de A. La media de I4 es = p y la varianza es
02 = p(1—p). Como p es desconocido, o2 también es desconocida. Sin embargo,
es facil demostrar que p(1 — p) es a lo sumo 1/4 para 0 < p < 1. Por lo tanto,
por la ecuacién (7.16),

o2 1

P —pl>el < — < .
falm) =pl 2 e < 5 <

La precision deseada es ¢ = 0.01 y la probabilidad deseada es

1-0.95=

dne?’
Entonces, resolviendo para n obtenemos n = 50000. Ya se ha senalado que
la desigualdad de Chebyshev proporciona limites muy poco ajustados, asi que
esperamos que este valor de n sea probablemente demasiado conservador. En la
siguiente seccidn, se presenta una estimacién mejor para el valor requerido de n.

El teorema central del limite

Sea X1, Xs,... una sucesiéon de variables aleatorias iid con media finita p y
varianza finita 02 y sea S, la suma de las n primeras variables aleatorias en la
secuencia:

Sp,=X1+Xo+ -+ X,. (722)

En la seccién 7.1 hemos desarrollado métodos para determinar la pdf exacta de
Sy,. A continuacion se presenta el teorema central del limite, que establece que,
a medida que n crece, la cdf de S,, adecuadamente estandarizada se aproxima
a la de una variable aleatoria Normal. Esto nos permite aproximar la cdf de S,
con la de una variable aleatoria Normal.

El teorema central del limite explica por qué la variable aleatoria Normal
aparece en tantas aplicaciones y tan diversas. En la naturaleza, muchos de los
fenémenos macroscdpicos resultan de la suma de numerosos procesos indepen-
dientes, microscépicos, lo que da lugar a la variable aleatoria Normal. En muchas
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Figura 7.2 (a) La cdf de la suma de cinco variables aleatorias independientes de
Bernouilli con p =1/2 y la cdf de una variable aleatoria Normal con la misma media
y varianza. (b) La cdf de la suma de 25 variables aleatorias de Bernouilli con p = 1/2
y la cdf de una variable aleatoria Normal con la misma media y varianza.

aplicaciones artificiales, estamos interesados en promedios que consisten a me-
nudo en la suma de variables aleatorias independientes. De nuevo, esto da lugar
a la variable aleatoria Normal.

A partir del ejemplo 7.2, sabemos que si las X; son iid, entonces S,, tiene
media np v varianza no?. El teorema central del limite establece que la cdf de
la versién estandarizada de S,, se aproxima a la de la variable aleatoria Normal.

TEOREMA 7.3 (Teorema Central del Limite) Sea S, la suma de n variables
aleatorias iid con media finita E[X] = p y varianza finita o
variable aleatoria de media cero y varianza uno definida como

Yy sea Ly una

Sn —nu
Ly = ———\ 7.23
e (7.23a)
entonces
1 z 2
lim P[Z, <z] = — e /2dx. 7.23b
Jm Pz, <= — [ (7.23b)
Notese que Z, se escribe a veces en términos de la media muestral:
M, —
Zn = 2t (7.24)
o

Lo fascinante de el teorema central del limite es que los sumandos X; pueden
tener cualquier distribucion siempre que tengan media y varianza finitas. Esto
le proporciona una gran aplicabilidad al resultado.

Las figuras 7.2 a 7.4 comparan la cdf exacta y la aproximaciéon normal para
la suma de variables aleatorias de Bernoulli, uniformes y exponenciales, respec-
tivamente. En estos tres casos, se puede ver que la aproximaciéon mejora con el
aumento de términos en la suma. La prueba del teorema central del limite se
discute en la tultima parte de esta seccién.
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Figura 7.3 La cdf de la suma
de cinco variables aleatorias
independientes discretas
uniformes en el conjunto
{0,1,...,9} y la cdf de una
variable aleatoria Normal con
la misma media y varianza.

Lriuissian

Figura 7.4 (a) La cdf de la suma de cinco variables aleatorias independientes
exponenciales con media 1 y la cdf de una variable aleatoria Normal con la misma
media y varianza. (b) La cdf de la suma de 50 variables aleatorias exponenciales de
media 1 y la cdf de una variable aleatoria Normal con la misma media y varianza.

Ejemplo 7.10 Supongamos que los pedidos en un restaurante son variables
aleatorias iid con media p = 8 euros y desviacién tipica ¢ = 2 euros. Estima
la probabilidad de que los primeros 100 clientes se gasten un total de mas de 840
euros. Estima la probabilidad de que los primeros 100 clientes se gasten un total
de entre 780 y 820 euros.

Solucién
Sea Xj el gasto del cliente k-ésimo, entonces el gasto total de los primeros 100

clientes es
S100 = X1 + Xo + -+ + X1p0-

La media de Sygp es nu = 800 y la varianza es no? = 400. La figura 7.5 muestra
la pdf de S19p donde se puede ver que la pdf se concentra mucho alrededor de la
media. La forma estandarizada de Sigg es

_ S100 — 800

Z
100 20
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=2

pdf i I l\ it ..ll--,,__,m

Figura 7.5 Aproximacién normal de la pdf de S1p0 y Si29 en los ejemplos 7.10 y 7.11.

Entonces

840 — 800
20

~ Q(2) = 2.28(1072),

P[Sloo > 840] = P | Zyp0 >

donde utilizamos la tabla de la Normal para evaluar (2). De forma similar,
P[780 < Syg0 < 820] = P[—1 < Zyg0 < 1]

~1-2Q(1)
= 0.682.

Ejemplo 7.11 En el ejemplo 7.10, jdespués de cudantos pedidos podemos estar
seguros al 90 % de que el gasto total de todos los clientes es mayor a 1000 euros?

Solucién
El problema aqui es calcular el valor de n para el cual

P[S,, > 1000] = 0.90.

S, tiene media 8n y varianza 4n. Procediendo como en el ejemplo anterior,
tenemos

1000 — 8n
2y/n
Utilizando el hecho de que Q(—z) = 1 — Q(x), la tabla 4.2 implica que n debe

satisfacer

P[S, > 1000] = P [Zn > } = 0.90.

1000 — 8n
2\/n

que arroja la siguiente ecuacién cuadrética para /n:

= —1.2815,

8n — 1.2815(2)v/n — 1000 = 0.
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La rafz positiva de la ecuacién lleva a /n = 11.34 o n = 128.6. La figura 7.5
muestra la pdf para Sja9.

Ejemplo 7.12 Los tiempos entre sucesos en cierto experimento aleatorio son
variables aleatorias exponenciales iid con media m segundos. Calcula la proba-
bilidad de que el 1000-ésimo suceso ocurra en el intervalo (1000 £ 50)m

Solucién

Sea X el tiempo entre sucesos y sea S, el tiempo del n-ésimo suceso, entonces
Sy, viene dado por la ecuacion (7.22). Por la tabla 4.1 la media y la varianza de
X viene dada por E[X;] = m y V[X,] = m?. La media y la varianza de S,, son
entonces E[S,] = nE[X;] = nm y V[S,] = nV[X;] = nm?. El teorema central
del limite entonces da

950m — 1000m 1050m — 1000m

/1000 <Zns m+/1000
~ Q(1.58) — Q(—1.58)

=1 -20Q(1.58)
=1 —2(0.0567) = 0.8866.

P[950m S SlOOO S 1050m] =

Entonces, a medida que n crece, es muy probable que S,, esté cerca de su media
nm. Podemos por tanto conjeturar que la tasa media asintética a la que suceden

los sucesos es

7N Sucesos n 1 / q (7 25)
_— e — = — 1 . .
S, segundos  nm msucesos segundo

Aproximacién normal de probabilidades binomiales

En el capitulo 2 vimos que la variable aleatoria Binomial es dificil de calcular
de forma directa para n grande por la necesidad de calcular términos factoriales.
Una aplicacion particularmente importante del teorema central del limite es la
aproximacion de probabilidades binomiales. Como la variable aleatoria Binomial
es una suma de variables aleatorias de Bernoulli iid (que tienen media y varianza
finitas), su cdf se aproxima a aquella de la variable aleatoria Normal. Sea X una
variable aleatoria Binomial con media np y varianza np(1—p) y sea Y una variable
aleatoria Normal con la misma media y varianza, entonces por el teorema central
del limite para n grande la probabilidad de que X = k es aproximadamente igual
a la integral de la pdf normal en un intervalo de longitud k, como se muestra en
la figura 7.6:

1 1
P[Xk]wP[k§<Y<k+§}
k:+1/2

\/27mp (I-p /k 1/2

(z—np)?/2np(1-p) g (7.26)
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Figura 7.6 (a) Aproximacién normal de probabilidades binomiales con n =5y
p=1/2. (b) Aproximacién normal de la binomial con n =25y p =1/2.

La aproximacion de arriba se puede simplificar aproximando la integral con el
producto del integrando en el centro del intervalo de integracién (esto es, x = k)
y la longitud del intervalo de integracién (uno):

PIX =k|~ L G 2mop), (7.27)

= (- p)

Las figuras 7.6(a) y 7.6(b) comparan las probabilidades binomiales y las aproxi-
maciones normales utilizando la ecuacién (7.27).

Ejemplo 7.13 En el ejemplo 7.9 en la seccién 7.2, utilizamos la desigualdad de
Chebyshev para estimar el nimero de muestras requeridas para que haya una
probabilidad de 0.95 de que la frecuencia relativa estime que la probabilidad de un
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suceso A estard a menos de 0.01 de P[A]. Ahora estimamos el nimero necesario
de muestras utilizando la aproximacién normal de la distribucién binomial.

Solucién
Sea fa(n) la frecuencia relativa de A en n intentos de Bernoulli. Como fa(n)
tiene media p y varianza p(1 — p)/n, entonces

_ _Jalm)—p
p(L—=p)/n
tiene media cero y varianza uno y es aproximadamente normal para n suficien-
temente grande. La probabilidad de interés es

|Zn|<i] :1—2Q<i>.

Plfan) ~pl <e] = P
p(1—p) p(1—p)

La probabilidad de arriba no se puede calcular porque p es desconocida. Sin
embargo, se demuestra facilmente que p(1 — p) < 1/4 para p en el intervalo
unidad. Entonces se sigue que para dicho p, 1/p(1 —p) < 1/2 y como Q(x)
decrece con un argumento creciente

Pllfa(n) —p <e] > 1-2Q(2eVn).

Queremos que la probabilidad de arriba sea igual a 0.95. Esto implica que
Q(2ey/n) = (1 —0.95)/2 = 0.025. Por la tabla de la Normal, vemos que el
argumento de Q(z) debe ser aproximadamente 1.95, entonces

2ev/n = 1.95.
Despejando la n, obtenemos

n = (0.98)%/e% = 9506.

7.1 Sea Xi,...,X, variables aleatorias con la misma media y con funcién de
covarianza:
o2 i=j
X)) — 2 g —
Cov(Xy, Xj) = po? |i—j| =1,
0 en otro caso.

donde |p| < 1. Calcula la media y la varianza de S, = X1 + -+ + X,,.

7.2 Sea S, = X1+ -+ X}, donde las X son variables aleatorias independientes
donde X; es una variable aleatoria Chi cuadrado con n; grados de libertad.
Muestra que Sy es una variable aleatoria Chi-cuadrado con n = ny + -+ + ny
grados de libertad.
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7.3 El ntimero X; de ganadores de un sorteo en la clase j es una variable
aleatoria binomial con pardmetros n; y p. Supongamos que la escuela tiene K
clases. Calcula la pmf del ntimero total de ganadores en la escuela, asumiendo
que las X; son las variables aleatorias independientes.

7.4 FEl ntmero de llegadas de paquetes X; al puerto ¢ de un router es una
variable aleatoria de Poisson con media «;. Dado que el router tiene k puertos,
calcula la pmf del nimero total de llegadas de paquetes al router. Asumamos
que los X; son variables aleatorias independientes.

7.5 Supongamos que el 20% de los votantes estdn a favor de cierta legisla-
cién. Se pregunta a un nimero alto n de votantes y se obtiene un estimador de
frecuencia relativa f(n) para la proporcién anterior. Utiliza la ecuacién (7.17)
para determinar cudntos votantes hay que preguntar para que fa(n) difiera de
0.2 menos de 0.02 con probabilidad 0.95.

7.6 El tiempo de vida de una bombilla barata es una variable aleatoria expo-
nencial con media 1 semana. Suponiendo que se prueban 16 bombillas, midiendo
sus tiempos de vida. Usa el teorema central del limite para estimar la probabili-
dad de que la suma de los tiempos de vida sea menor que 600 horas.

7.7 Un canal de transmisiones binario introduce errores en un bit con pro-
babilidad 0.15. Estima la probabilidad de que haya 20 o menos errores en la
transmisién de 100 bits.
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Procesos estocasticos

En algunos experimentos aleatorios, el resultado es una funcién del tiempo o
del espacio. Por ejemplo, en los sistemas de reconocimiento de voz, las decisiones
se toman en base a una onda de tensién que corresponde a una expresion ver-
bal. En un sistema de procesamiento de imagenes, la intensidad y el color de la
imagen varian a lo largo de una regién rectangular. En una red peer-to-peer, el
nimero de pares en el sistema varia con el tiempo. En algunos casos, puede ser
de interés considerar dos o més funciones de tiempo. Por ejemplo, la temperatura
en una ciudad y la demanda de energia eléctrica locales varian en el tiempo. Las
funciones aleatorias del tiempo en los ejemplos anteriores se pueden ver como
cantidades numéricas que evolucionan aleatoriamente en el tiempo o en el espa-
cio. Por lo tanto lo que realmente tenemos es una familia de variables aleatorias
indexadas por el tiempo o la variable espacial. En este capitulo comenzamos el
estudio de los procesos estocésticos. Se procederd de la siguiente manera:

= En la seccién 8.1 se introduce la nocién de proceso estocdstico (o proceso
aleatorio) que se define como una familia indexada de variables aleatorias.

= Estamos interesados en la especificacién del comportamiento conjunto de las
variables aleatorias en una familia (por ejemplo, la temperatura en dos ins-
tantes de tiempo). En la seccién 8.2, vemos que ésta se realiza mediante la
especificacién de funciones de distribucién conjunta, asi como las funciones
media y covarianza.

= En la seccién 8.3 se presentan ejemplos de procesos estocasticos y se mues-
tra como modelos de procesos complejos se pueden desarrollar a partir de
modelos sencillos.

= En la seccién 8.4, se introduce la clase de procesos estocasticos estacionarios
que pueden ser vistos como procesos estocasticos en “estado estable”.

Definicion de proceso estocastico

Consideremos un experimento aleatorio especificado por los resultados ¢ de un
cierto espacio muestral .S, por los sucesos definidos en S, y por las probabilidades
de estos sucesos. Supongamos que a todos los resultados ¢ € S, se les asigna una
funcién del tiempo:

X(t,0), tel.
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La gréfica de la funcién X (¢,¢) en funcién de t con ( fijo, se denomina reali-
zacién, camino muestral o funcién muestral del proceso estocastico.

Asi, podemos ver el resultado del experimento aleatorio como la generacién
de una funcién completa del tiempo, como se muestra en la Figura 8.1. Por otro
lado, si fijamos un tiempo 5 perteneciente al conjunto de indices I, entonces
X (tg,¢) es una variable aleatoria (ver Figura 8.1), ya que estamos asociando
nameros reales a valores de (.

Asi, hemos creado una familia (o conjunto) de variables aleatorias indexadas
por el pardmetro t,{X(¢,(),t € I}. Esta familia se llama proceso aleatorio.
Los procesos aleatorios se llaman también procesos estocasticos. En general, se
elimina el simbolo ¢ y se usa X (¢) para denotar un proceso estocéstico. Un
proceso estocastico se dice que es en tiempo discreto si el conjunto de indices es
un conjunto numerable (es decir, el conjunto de los niimeros enteros o el conjunto
de ndmeros enteros no negativos).

Cuando se tratan procesos en tiempo discreto, se suele utilizar n para deno-
tar el indice de tiempo y X, para indicar el proceso estocastico. Un proceso
estocdstico en tiempo continuo es uno en el que I es continuo (es decir, la recta
real o la recta real no negativa). El siguiente ejemplo muestra que podemos ima-
ginar un proceso estocdstico como el resultado de seleccionar ¢ en el instante de
tiempo inicial y revelarla poco a poco en el tiempo a través de X (¢, ¢).

X(t,4,)
X(1, &)
/\’_,_/‘:‘\’\- [
\‘\,_,/r. 15 \ 1z I
X(1. Z3)

Figura 8.1 Distintas realizaciones de un proceso estocastico.
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Ejemplo 8.1 Secuencia binaria aleatoria
Sea ¢ un ntumero aleatorio perteneciente al intervalo [0, 1], y sea by,bs,... la
expansion binaria de (:

¢=> b2 dondeb; € {0,1}.
i=1
Si se define el proceso estocdstico en tiempo discreto X (n, () como
X(n,)=by, n=1,2,...

el proceso resultante es una secuencia de ntimeros binarios, con X (n, ¢) igual al
n-ésimo nimero de la expansién binaria de (.

Ejemplo 8.2 Sinusoides aleatorias
Sea ¢ un numéro aleatorio perteneciente al intervalo [—1, 1]. Definimos el pro-
ceso estocastico en tiempo continuo X (¢, () por

X (t,¢) = Ccos(2mt) —o00 <t < o0.

Las realizaciones de este proceso estocdstico son sinusoides con amplitud ¢ (como
se muestra en la Figura 8.2 (a). Sea ¢ un numero aleatorio perteneciente al
intervalo (—m, ) y sea Y (t,() = cos(2nt 4 (). Las realizaciones de Y (¢,() son
versiones desfasadas de cos2wt como se muestra en la Figura 8.2 (b).

La aleatoriedad en ¢ induce aleatoriedad en la funcién observada X (¢, (). En
principio, se puede deducir la probabilidad de eventos que involucran un proceso
estocdstico en distintos instantes de tiempo de las probabilidades que involucran
¢ mediante el método del suceso equivalente introducido en el Capitulo 4.

Ejemplo 8.3 Encuentra las siguientes probabilidades para el proceso estocasti-
co presentado en el Ejemplo 8.1: P[X(1,{) =0] y P[X(1,{) =0y X(2,¢) =1].

Las probabilidades se obtienen mediante la busqueda de los sucesos equivalen-
tes en términos de (:

P[X(LC)=0]=P[0§4“<%] !
P[X(I,C)OyX(Q,C)l]PB <(< %] :i,

porque todos los puntos en el intervalo [0,1/2) comienzan con b; = 0 y todos
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{=7/4 {=0
/
£ A
: ; £

Figura 8.2 (a) Sinusoide amplitud aleatoria, (b) Sinusoide con fase aleatoria.

los puntos en [1/4,1/2) comienzan con b; = 0 y ba = 1. Claramente, cualquier
secuencia de k bits tiene un subintervalo correspondiente de amplitud (y por
tanto de probabilidad) 27*.

Ejemplo 8.4 Encontrar la pdf de Xo = X (¢0,() e Y (to, (), en el Ejemplo 8.2.

Si tg es tal que cos(2mty) = 0, entonces X (¢, () = 0 para todo ¢ y la pdf de la
X (to) es una funcién delta en 0. De lo contrario, X (¢, ¢) se distribuye uniforme-
mente en el intervalo (—cos27tg, cos2mty), ya que ¢ se distribuye uniformemente
en [—1,1] (ver Figura 8.3(a))s. Notese que la pdf de X(to,() depende de to.
El enfoque utilizado en el Ejemplo 4.33 se puede utilizar para demostrar que
Y (to, () tiene una distribucién arcoseno:

) = —F—=. lyl <1

(ver Figura 8.3(b)). Tengamos en cuenta que la pdf de la Y (¢o, {) no depende de
to. La Figura 8.3(c) muestra un histograma de 1000 muestras de las amplitudes
X (to,¢) en tg = 0, que como se puede ver tiene distribucién aproximadamente
uniforme en [—1,1]. La Figura 8.3(d) muestra el histograma para las muestras
de la sinusoide con fase aleatoria. Es evidente que es consistente con una pdf
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arcoseno.

En general, los caminos muestrales de un proceso estocastico pueden ser bas-
tante complicados y no se pueden describir mediante formulas simples. Ademads,
normalmente no es posible identificar un espacio de probabilidad subyacente
para la familia de funciones del tiempo observadas. Asi, el enfoque del suceso
equivalente para el cdlculo de la probabilidad de sucesos que involucran X (¢, ()
en términos de las probabilidades de sucesos relacionados con ¢, no es 1til en la
practica. En la siguiente seccién se describe un método alternativo para especi-
ficar las probabilidades de sucesos que involucran un proceso estocastico.

Fxia)(X)

172 [cos 21,

0 cos 2ty 1

0.1 T

0.08 - <
015
0.06 -
0.1
0.04

0.05
0.02 - | |

0
1

n

-0.5 0 0.5

Figura 8.3 (a) pdf de una sinusoide con amplitud aleatoria. (b) pdf de una sinusoide
con fase aleatoria. (c) Histograma de las muestras de una sinusoide con amplitud
aleatoria uniformemente distribuida en ¢ = 0. (d) Histograma de las muestras de una
sinusoide con fase aleatoria en ¢ = 0.

Especificacion de un proceso estocastico

Hay muchas preguntas acerca de los procesos estocasticos que no se pueden
responder Unicamente con el conocimiento de la distribucién en un solo instante
de tiempo. Por ejemplo, nos puede interesar la temperatura en un lugar deter-
minado en dos momentos diferentes. Esto requiere la siguiente informacion:

P[a<X(t1)§b,c<X(t2) Sd]

En otro ejemplo, el sistema de compresion de voz en un teléfono celular predice
el valor de la senal de voz en el siguiente instante de muestreo en base a las k
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muestras anteriores. Asi, podemos estar interesados en la siguiente probabilidad:
P[a < X(tk-‘,—l) < b|X(t1) = .Tl,X(tQ) =T9,... ,X(tk) = -Tk]

Esta claro que una descripcién general de un proceso estocédstico debe propor-
cionar probabilidades para los vectores de las muestras del proceso.

Distribuciones conjuntas de las muestras en el tiempo

Sean X7, Xo,..., Xy las k variables aleatorias obtenidas mediante muestreo
del proceso X (¢, () en los instantes t1,ta, ..., t:

X1 = X(t1,0), Xo = X(t2,0), ..., Xpp = X(t, (),

como se muestra en la Figura 8.1. El comportamiento conjunto del proceso es-
tocastico en estos k instantes se especifica mediante la funciéon de distribucién
conjunta del vector de variables aleatorias X7, Xs,..., X;. Las probabilidades
de cualquier suceso relacionado con el proceso estocastico en todo o algunos de
estos instantes de tiempo se puede calcular a partir de esta cdf usando los méto-
dos desarrollados en el Capitulo 6 para variables aleatorias vectoriales. Por lo
tanto, un proceso estocdstico se especifica mediante la familia de funciones de
distribucién conjunta de orden k:

FXl,...,Xk(ZEl;:CQa-- .,.’L‘k) = P[X(tl) S ,CCl,X(tQ) S ZTo, .. ,X(tk) S $k],

para cualquier k, y cualquier conjunto de instantes de muestreo ¢y, ..., tx. Notese
que la coleccion de cdfs deben ser consistentes en el sentido de que las cdfs de
orden més bajo se obtienen como marginales de las cdfs de orden més alto.

Si el proceso estocdstico toma valores continuos, entonces una coleccién de
funciones de densidad de probabilidad se puede utilizar en su lugar:

fX17~~~,Xk ($1,$2, P ,.Tk)dl’l . ..dl’k =
Plry < X(t1) <@y +day, ...,z < X(tr) < ap + dag].

Si el proceso estocastico toma valores discretos, entonces una coleccién de
funciones de masa de probabilidad se puede utilizar para especificar el proceso
estocastico:

le,___7Xk(J]1,J]2,...,$k) = P[X(tl) = J]l,X(tQ) = J]g,...,X(tk) = -Tk]

para cualquier k, y cualquier conjunto de instantes de muestreo ny,...,ng.

A primera vista no parece que hayamos avanzado mucho en la especificacién
de procesos estocdsticos, porque ahora estamos ante la tarea de especificar una
gran coleccién de conjuntos de cdfs. Sin embargo, este método funciona porque la
mayoria de los modelos mas ttiles de procesos estocdasticos se obtienen mediante
la elaboraciéon de unos pocos modelos simples, por lo que los métodos desarro-
llados en los capitulos 5 y 6 de este libro se pueden utilizar para obtener las
cdfs necesarias. Los siguientes ejemplos dan una vista previa de como construir
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modelos complejos a partir de modelos simples. Desarrollamos estos importantes
ejemplos con més detalle en la seccién 8.3.

Ejemplo 8.5 Variables aleatorias iid de Bernoulli

Sea X, una secuencia de variables aleatorias de Bernoulli independientes e
idénticamente distribuidas con p = 1/2. La pmf conjunta de las muestras en k
instantes de tiempo es entonces

k
1
P[X1:xl,ngxg,...,Xk::I:k]:P[Xlle]---P[Xk::Ek]: (5)

donde z; € {0,1} para todo i. Este proceso estocdstico binario es equivalente a
el que se ha descrito en el Ejemplo 8.1.

Ejemplo 8.6 Variables aleatorias iid gaussianas

Sea X, una secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas gaussianas con media cero y varianza o%. La pdf conjunta de las
muestras en k instantes de tiempo es entonces

1

(2 hm? e d 22 /202
le,XQ,...,Xk(zlazQ;---;zk’): We (x{+z5+-+x3)/20

Los dos ejemplos siguientes muestran cémo los procesos mas complejos e in-
teresantes se puede construir a partir de secuencias de variables aleatorias iid.

Ejemplo 8.7 Proceso de conteo binomial

Sea X,, una secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas de Bernoulli con p = 1/2. Sea S,, el nimero de unos en los primeros
n ensayos:

Spn=X1+Xo+ -+ X, paran=0,1,...

Sy, es una funciéon no decreciente con valores enteros de n que crece a pasos
unitarios después de un nimero aleatorio de instantes de tiempo. De los capitulos
anteriores, sabemos que S, es una variable aleatoria binomial con parametros n
y p = 1/2. En la siguiente seccién se muestra cémo encontrar las pmf conjuntas
de S,, usando probabilidades condicionadas.
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Ejemplo 8.8 Senal con ruido filtrada

Sea X; una secuencia de observaciones independientes e idénticamente distri-
buidas de una senal de tensién p corrompida por un ruido gaussiano N; con
media cero y varianza o>

X;=p+ Njparaj=0,1,...

Considere la senal que resulta de calcular el promedio de la secuencia de ob-
servaciones:

Sp=(X1+Xo+---+X,)/nparan=0,1,...

De los capitulos anteriores se sabe que S, es la media muestral de una secuencia
de variables aleatorias iid gaussianas. Sabemos que 5,, es una variable aleatoria
gaussiana con media u y varianza o2/n, por lo que tiende hacia el valor de p
a medida que aumenta n. En una seccién posterior, se muestra que S, es un
ejemplo de la clase de los procesos estocéasticos gaussianos.

Las funciones media, autocorrelacién y autocovarianza

Los momentos de las muestras en el tiempo de un proceso estocastico se pueden
utilizar para especificar parcialmente el proceso estocéstico, ya que resumen la
informacién contenida en las cdf conjuntas.

La funcién media mx (t) y la funcién varianza VAR[X (¢)] del proceso estocasti-
co de tiempo continuo X (¢) se definen como

mx(t) = BIX(8)] = /_ T efxw(@)de (8.1)
y
VARLX (0] = [ (o= mx (0 Lo o) (5.2

donde fx () (x) es la pdf de X (t). Nétese que mx (t) y VAR[X ()] son funciones
deterministas del tiempo. La tendencia en el comportamiento de X (t) se refleja
en la variacién de mx (t) con el tiempo. La variancia da una idea de la dispersién
de los valores tomados por X (t) en instantes de tiempo distintos.

La autocorrelacion Rx (t1,t2) de un proceso estocastico X (t) se define como
el momento conjunto de X (t1) y X (t2):

Rx(t1,t2) = E[X(t1) X (t2)] = [ [ TYFx(41),X (t) (2, y)dxdy, (8.3)

donde xyfx(+,),x(t2)(®,y) es la pdf de segundo orden de X(t). En general, la
autocorrelacién es una funcién de ¢ y to. Nétese que Rx(t,t) = E[X?(t)]. La
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autocovarianza Cx (t1,t2) de un proceso estocastico X (t) se define como la co-
varianza de X (t1) y X (t2):

Cx (t1,t2) = E[{X(t1) — mx (t1) HX (t2) — mx(t2)}] (8.4)

De la Ecuacién (5.30), la autocovarianza se puede expresar en términos de la
autocorrelacion y de la media:

Cx (t1,t2) = Rx (t1,t2) — mx (t1)mx (t2).
Se puede observar que la varianza de X (¢) se puede obtener de Cx (t1,t2):
VAR[X (1)] = E[(X(t) — mx(1))’] = Cx(t,1).

El coeficiente de correlacién de X () se define como el coeficiente de correlacién
de X (t1) y X(t2) (véase la Ecuacion (5.31)):

B Cx (t1,t2)
px(ti,tz) = VCx (b1, 1)/ Cx (2, t2).

De la Ecuacién (5.32) se tiene que |px (t1,t2)| < 1. Recordemos que el coeficiente

de correlacion es una medida del grado en que una variable aleatoria se puede
predecir como una funcién lineal de otra.

Las funciones media, varianza, autocorrelacién y autocovarianza de los proce-
sos estocdsticos en tiempo discreto se definen de la misma manera que la anterior.
Usamos una notacién un poco diferente para el indice de tiempo. La media y la
varianza de un proceso estocédstico de tiempo discreto X, se definen como:

VAR[X,] = E[(X, — mx(n))?]

Las funciones de autocorrelacién y autocovarianza de un proceso estocastico
de tiempo discreto X, se definen como sigue:

Rx(ni,n2) = E[X (n1), X (n2)]
Yy
Cx(n1,n2) = E[{X (n1)—mx (n1) { X (n2)—mx (n2)}] = Rx(n1, n2)—mx (n1)mx (n2).

Antes de proceder con los ejemplos, reiteramos que las funciones media, au-
tocorrelacién y autocovarianza sélo son descripciones parciales de un proceso
estocastico. Asi, veremos més adelante en este capitulo que es posible que dos
procesos estocasticos muy diferentes tengan las mismas funciones media, auto-
correlacion y autocovarianza.

Ejemplo 8.9 Sinusoides con amplitud aleatoria
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Sea X (t) = Acos2nt, donde A es una variable aleatoria (ver Figura 8.2a). La
media de X (t) se encuentra utilizando la Ecuacion (4.28):

mx (t) = E[Acos2nt] = E[A]cos2mt.

Hay que tener en cuenta que la media varia con ¢. En particular, el proceso es
siempre igual a cero para los valores de t cuando cos2nt = 0.
La autocorrelacién es

Rx (t1,t2) = E[Acos2mt, Acos2rty] = E[A%]cos2mtycos2nts,
y la autocovarianza es entonces

Cx (t1,t2) = Rx(t1,t2) — mx (t1)mx (t2)
= {E[A?%] — E[A)*}cos2mt,cos2Tt,
= VAR[A]cos2mticos2mts.

Ejemplo 8.10 Sinusoides con fase aleatoria Sea X (t) = cos(wt + O), donde ©
tiene distribucién uniforme en el intervalo (—m, ) (ver Figura 8.2b). La media
de X (t) se encuentra mediante la Ecuacién (4.28):

1 ™
mx = Elcos(wt+ 0)] = %/ cos(wt + 0)dd =0

—T

La autocorrelacion y autocovarianza son entonces

Cx (t1,t2) = Rx (t1,t2) = E[cos(wty + O)cos(wts + O)]
1 /™1
=5 §{cos[w(t1 — t9)] 4 cos|w(ts + ta) + 260]}d6

1
= §cos[w(t1 —t9)].

donde se ha utilizado la identidad cos(a)cos(b) = 1/2cos(a +b) + 1/2cos(a — b).
Tengamos en cuenta que mx (t) es una constante y que C'x (t; —t2) depende sélo
de [t; — t2|. Tengamos en cuenta también que las muestras en los instantes t;
y t2 no estén correlacionadas si w(t; — t2) = k7 donde k es cualquier niimero
entero.

8.2.3 Procesos estocdsticos miultiples

En la mayoria de las situaciones hay que lidiar con més de un proceso es-
tocéstico a la vez. Por ejemplo, podemos estar interesados en las temperaturas
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en una ciudad A, X(¢), y una ciudad B, Y (¢). Otro ejemplo muy comun con-
siste en un proceso estocdstico X (t) que es la “entrada”de un sistema y otro
proceso estocdstico Y (t) que es la “salida”del sistema. Naturalmente, estamos
interesados en la relacién entre X (¢t) e Y (¢). El comportamiento conjunto de dos
0 mas procesos estocasticos se especifica mediante la coleccion de distribucio-
nes conjuntas de todas las opciones posibles de las muestras en el tiempo de
los procesos. Asi, para dos procesos estocasticos continuos X (¢) e Y (¢) se deben
especificar todas las posibles funciones de densidad conjunta de X (¢1), ..., X (tx)
e Y (t}),...,Y(t}) para todos los posibles valores de k y j y todas las opciones de
ti,...,tg y t1,...,t;. Por ejemplo, la pdf conjunta mas simple serfa la siguiente:

Ix ),y (o) (@ y)dady = P{lr < X(t1) <z +dx,y <Y(tz2) <y+dy}.

Nétese que los indices de tiempo de X (¢) e Y (¢) no tienen por qué ser los mismos.
Por ejemplo, podemos estar interesados en la entrada en el tiempo t; y la salida
en un tiempo posterior t5. Los procesos estocésticos X (¢) e Y (¢) se definen como
procesos estocasticos independientes si las variables aleatorias vectoriales X =
(X (1), X(tk)) e Y = (Y(#}),...,Y(t})) son independientes para todos los
posibles valores de k y j, y todas las opciones de ty,...,tx y t],...,t}:

Fxv(xi,...,xk91,...,Y5) = Fx(x1,...,25) Fy (Y1, ..., Y5)
La correlacion cruzada Rx y (t1,t2) de X () y Y (¢) se define como
Rx y(t1,t2) = E[X (t1)Y (t2)].
Los procesos X (t) e Y (t) se definen procesos estocésticos ortogonales si
Rx y (t1,t2) = 0 para todo t1 y to.
La covarianza cruzada Cx y (t1,t2) de X (t) e Y (¢) se define como

Cx,y(t1,t2) = E[{X (t1) — mx (1) H{Y (t2) — mx (t2)}]
:Rxﬁy(tl,tg) 7mx(t1)mx(t2). (85)

Los procesos X (t) e Y (t) se definen procesos estocédsticos no correlacionados si

CX7Y(t1, t2) =0 para todo tl y t2.

Ejemplo 8.11 Sean X (¢) = cos(wt+ O) e Y (t) = sin(wt + ©), donde © es una
variable aleatoria con distribucién uniforme en [—m, 7]. Encontrar la covarianza
cruzada de X (¢t) e Y (¢).

A partir del Ejemplo 8.10, sabemos que X (t) e Y (¢) tienen media cero. De la
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ecuacién (8.5), la covarianza cruzada es entonces igual a la correlacién cruzada:
Cxy(t1,t2) = Rx y(t1,t2) = Elcos(wty + O)sin(wts + O)]
= E[—%sin(w(tl —t2)) + %sin(w(tl +t2) +20)]
- —%sin(w(ﬁl — ),

va que E[sin(w(t; + t2) + 20)] = 0. Se ha utilizado la identidad cos(a)cos(b) =
1/2sin(a + b) — 1/2sin(a —b). X (t) e Y (t) son procesos estocdsticos correlacio-
nados, porque la covarianza cruzada no es igual a cero para todas las posibles
muestras de tiempo. Nétese que, sin embargo, X (t1) e Y (t2) son variables alea-
torias no correlacionadas para t1 y t2 tales que w(t; — t2) = km, donde k es un
numero entero arbitrario.

Ejemplo 8.12 Senal mas ruido

Supongamos que el proceso Y (t) consiste en una senal X (¢) deseada, més un
ruido N (t):
Y(t) = X(t) + N(t).
Encontrar la correlacién cruzada entre la senal observada y la senal deseada

suponiendo que X (t) y N(¢) son procesos estocdsticos independientes.
De la ecuacién (8.14), tenemos que

Rxy (t1,t2) =E[X (t1)Y (t2)]
=E[X(t1){X (t2) + N(t2)}]
=Rx (t1,t2) + E[X (t1)|E[N (t2)]
=Rx(t1,t2) + mx(t1)mn(t2),

donde la tercera igualdad es debida al hecho de que X (¢) y N(¢) son indepen-
dientes.

Procesos estocasticos en tiempo discreto: proceso de suma,
proceso de conteo binomial y paseo aleatorio

En esta seccién presentamos varios importantes procesos estocédsticos en tiem-
po discreto. Comenzamos con la clase mas simple de procesos estocasticos - las
secuencias independientes e idénticamente distribuidas- y luego consideramos el
proceso de suma que resulta de la adicién de una secuencia iid.

Se demuestra que el proceso de suma satisface la propiedad de incrementos
independientes asi como la propiedad de Markov. Estas dos propiedades facilitan
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enormemente el cdlculo de las probabilidades conjuntas. También presentamos
el proceso de conteo binomial y el paseo aleatorio como casos especiales de los
procesos de suma.

Procesos estocdsticos iid

Sea X, es un proceso estocastico de tiempo discreto que consta de una serie de
variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas (iid) con funcién
de distribucién comtin F(z), con media m, y varianza o2. La secuencia X,
se llama proceso estocéstico iid. La cdf conjunta para cualquier conjunto de

instantes de tiempo nq,...,n; estd dada por
Fx,, . .x.(x1,22,...,25) =P[X1 <z1,Xs < x9,...,Xi < 3]
:Fx(l'l)Fx(l'g)...Fx(l'k), (86)

donde, por simplicidad, X}, denota X, . La ecuacién (8.6) implica que, si X,
toma valores discretos, la pmf conjunta queda factorizada en el producto de
las pmf individuales, y si X,, toma valores continuos, la pdf conjunta queda
factorizada en el producto de las pdf individuales.

La media de un proceso iid se obtiene de la ecuacién (8.1):

mx(n) = E[Xxn] = m para todo n.

Asi, la media es constante.
La funcién de autocovarianza se obtiene de la ecuacién (8.3) de la siguiente
manera. Si nj # no, entonces
Cx (n1,n2) =E[(Xn, —m)(Xn, —m)]

=E[(Xn, —m)]E[(Xn, —m)] =0,
dado que X,, y X,, son variables aleatorias independientes. Si n; = ny = n,
entonces

Cx(ni,ns) = E[(X,, —m)?] = 0°.

Podemos expresar la autocovarianza del proceso iid de forma compacta de la
siguiente manera:

Cx(nl,ng) = U25n1n2-
donde d,,p, = 1 si n; = ng, y 0 en caso contrario. Por lo tanto la funcién de

autocovarianza es cero siempre excepto cuando nq = ng. La funcién de autoco-
rrelacién del proceso iid se puede calcular a partir de la ecuacién (8.4):

Rx(n1,n2) = Cx(n1,n2) +m?.

Ejemplo 8.13 Proceso estocéastico de Bernoulli
Sea I,, una sucesion de variables aleatorias independientes de Bernoulli. I, es
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Figura 8.4 (a) Realizacién de un proceso de Bernoulli. I, = 1 indica que una bombilla
se estropea y se sustituye en el dia n. (b) Realizacién de un proceso binomial. S,
denota de nimero de bombillas que se han estropeado hasta el dia n.

entonces un proceso estocéstico iid que toma valores del conjunto {0,1}. Una
realizacién de este proceso se muestra en la Figura 8.4a. Por ejemplo, I,, podria
ser una funcion indicatriz para el evento “una bombilla se estropea y se sustituye
en el dia n”. Como I, es una variable aleatoria de Bernoulli, tiene media y
varianza

my =p, VAR[I,] = p(1 — p).

La independencia de las I, facilita el calculo de las probabilidades. Por ejemplo,
la probabilidad de que los primeros cuatro bits en la secuencia sean 1001 es
PlL=1,1,=0,I3=0,1, = 1]
= P[I; = 1]P[Is = 0] P[I3 = 0] P[Iy = 1]
=p’(1—p)*
Del mismo modo, la probabilidad de que el segundo bit sea 0 y el séptimo sea
un 1

Plls = 0,z = 1] = P[I, = 0}P[Iz = 1] = p(1 - p).

Ejemplo 8.14 Escalén aleatorio

Supongamos que una serie de pulsos +1 o —1 activan un contador arriba-abajo
y que la entrada del contador es D,, = 21I,, — 1, donde I,, es el proceso estocastico
de Bernoulli. Entonces sera

D, =

+1 sil, =1
-1 sil, =0.

Por ejemplo, D,, podria representar el cambio en la posicién de una particula
que se mueve a lo largo de una linea recta efectuando saltos de +1 por cada
unidad de tiempo. Una realizacién de la D,, se muestra en la Figura 8.5(a). La
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Figura 8.5 (a) Realizacién de un proceso escalén aleatorio. (b) Realizacién de un
proceso paseo aleatorio. S, denota la posicién de una particula en el tiempo n.
media de la D,, es
mp(n) = E[D,] = E[2[, — 1] =2E[I,] —1=2p— 1.
La varianza de D,, se encuentra mediante las ecuaciones (4.36) y (4.37):
VAR[D,] = VAR[2I,, — 1] = 2°VAR[I,] = 4p(1 — p).

Las probabilidades de sucesos relacionados con D,,, se calculan como en el Ejem-
plo 8.13.

Incrementos independientes y propiedad de Markov de procesos estocasticos

Antes de proceder a la construccion de procesos estocdsticos a partir de pro-
cesos iid, se presentan dos propiedades muy utiles de los procesos estocdsticos.
Sea X (t) un proceso estocdstico y consideremos dos instantes de tiempo, t; < ts.

El incremento del proceso estocastico en el intervalo t; < t < ty se define
como X (t2) — X (t1). Se dice que un proceso estocdstico X () tiene incrementos
independientes si los incrementos en intervalos disjuntos son variables aleatorias
independientes, es decir, para cualquier k y cualquier eleccion de los instantes
de muestreo t; < t9 < - -+ <t} los incrementos asociados

X(te) — X (t1), X (t3) — X (t2),..., X (tx) — X (tk—1),

son variables aleatorias independientes. En la subseccién siguiente, se muestra
que la pdf (pmf) conjunta de X (t1), X (t2),..., X (tx) estd dada por el produc-
to de la pdf (pmf) de X(¢1) y las pdfs (pmfs) marginales de los incrementos
individuales.

Otra caracteristica 1til de los procesos estocasticos que nos permiten obtener
facilmente la probabilidades conjuntas es la propiedad de Markov. Se dice que un
proceso estocastico X (t) es de Markov si el futuro del proceso dado el presente
es independiente del pasado, es decir, para cualquier k y cualquier eleccion de
los instantes de muestreo t; <t < --- <t} y para cualquier 1,2, ..., 2

Ixn) @r| X (te—1) = 2p—1, ..., X(t1) = 1) = fxp) (@] X (te-1) = Tr-1)
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si X (t) toma valore continuos, y
P[X (tr) = x| X (tk—1) = Tg—1,..., X (t1) = 21] = P[X (tx) = x| X (tp—1) = T)—1]

si X (t) toma valores discretos.

Las expresiones en el lado derecho de las dos anteriores ecuaciones se llaman
pdf de transicion y pmf de transicion, respectivamente. En las siguientes secciones
nos encontramos con varios procesos que satisfacen la propiedad de Markov. El
Capitulo 77 se dedica por completo a los procesos estocéasticos que satisfacen esta
propiedad. Es facil demostrar que un proceso estocastico que tiene incrementos
independientes es también un proceso de Markov. Lo contrario no es verdad, es
decir, la propiedad de Markov no implica incrementos independientes.

Procesos de suma: los procesos conteo binomial y paseo aleatorio

Muchos procesos estocasticos interesantes se obtienen como la suma de una
secuencia de variables aleatorias iid, X1, Xo,...:

= n—1+Xna 7’L:1,2,...

donde Sy = 0. El proceso 5, se llama proceso de suma.

La pdf o pmf de S,, se encuentra usando el método de la convolucion o el
método de la ecuacién caracteristica presentados en la Seccién 7.1 Nétese que
S, depende del “pasado”, Si,...,S5,-1, s6lo a través de S,,_1, es decir, S,, es
independiente del pasado cuando S, _1 es conocida.

Esto se puede ver claramente en la Figura 8.6, que muestra un procedimiento
recursivo para el cdlculo de S, en términos de S,,_; y del incremento X,,. Asi S,
es un proceso de Markov.

L i o S5 =St X,

Kie

Unit
delay

Pn—1

Figura 8.6 El proceso de suma S, = X1 + -+ X,,, So = 0 puede ser generado de esta
forma.

Ejemplo 8.15 Proceso de conteo binomial

Sea I; la secuencia de variables aleatorias independientes de Bernoulli en el Ejem-
plo 8.13, y sea S,, el correspondiente proceso de suma. S,, es entonces el proceso
de conteo que da el nimero de éxitos en los primeros n ensayos de Bernoulli.
La funciéon muestral de S,, que corresponde a una determinada secuencia de I;s
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se muestra en la Figura 8.4(b). Né6tese que el proceso de conteo sélo puede au-
mentar con el tiempo. Nétese también que el proceso binomial puede aumentar
como mucho de una unidad a la vez. Si I,, indica que una bombilla se estropea y
se sustituye el dia n, entonces S, denota el nimero de bombillas que han fallado
hasta el dia n.

Puesto que S, es la suma de n variables aleatorias independientes de Bernoulli,
Sp es una variable aleatoria binomial con pardmetros ny p = P[I = 1]:

P[S, =j] = (;L)pj(l —p)"Y para 0 < j < n,

y cero en caso contrario. Asi pues, S, tiene media np y varianza np(l — p).
Observemos que la media y la varianza de este proceso crecen linealmente con el
tiempo. Esto refleja el hecho de que a medida que avanza el tiempo, es decir, a
medida que n crece, el rango de valores que pueden ser asumidos por el proceso
aumenta. Si p > 0 entonces también sabemos que S,, tiene tendencia a crecer
sin limite en el tiempo. La propiedad de Markov del proceso de conteo binomial
es facil de deducir. Dado que el valor actual del proceso en el tiempo n — 1 es
Sn—1 =k, el proceso en el instante siguiente serd k con probabilidad 1 —po k+1
con probabilidad p. Una vez que conocemos el valor del proceso en el tiempo
n — 1, los valores del proceso estocédstico antes del tiempo n — 1 son irrelevantes.

Ejemplo 8.16 Paseo aleatorio unidimensional

Sea D, el proceso iid de variables aleatorias +1 en el Ejemplo 8.14, y sea S,
el correspondiente proceso de suma. S,, puede representar la posicién de una
particula en el instante n. El proceso estocéstico S,, es un ejemplo de un paseo
aleatorio unidimensional. Una funciéon muestral de S,, se muestra en la Figu-
ra 8.5(b). A diferencia de el proceso binomial, el paseo aleatorio puede aumentar
o disminuir con el tiempo. El proceso paseo aleatorio cambia en una unidad a la
vez. La pmf de S,, se encuentra de la siguiente manera. Si hay k£ “+ 1”s en los
primeros n ensayos, entonces hay n - k “—17s,y S,, = k — (n — k) = 2k —n. Por
el contrario, S,, = j si el ndmero de +1ses k= (j +n)/2. Si (j +n)/2 no es un
numero entero, S, no puede ser igual a j. Asi

P[S, =2k —n] = <Z>pk(1—p)”k para k € {0,1,...,n}.

Como k es el nimero de éxitos n ensayos de Bernoulli, la media del paseo aleatorio
es:

E[S,] =2np —n=n(2p—1),
y la varianza es:

VAR[S,] = 4np(1 — p).
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Con el tiempo, el paseo aleatorio puede fluctuar en un rango cada vez mas amplio
de valores positivos y negativos. S, tiene una tendencia a crecer si p > 1/2; o
a disminuir si p < 1/2. El caso p = 1/2 proporciona un equilibrio precario, y
como se verd mas adelante, en el capitulo 12, una dindmica muy interesante. La
Figura 8.7(a) muestra los primeros 100 pasos de una funcién muestral del paseo
aleatorio con p = 1/2. La Figura 8.7(b) muestra cuatro funciones muestrales
del proceso paseo aleatorio con p = 1/2 y 1000 pasos. La Figura 8.7(c) muestra
cuatro funciones muestrales en el caso asimétrico, donde p = 3/4. Nétese la
fuerte tendencia de crecimiento lineal en el proceso.
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Figura 8.7 (a) Proceso paseo aleatorio con p = 1/2. (b) Cuatro funciones muestrales
de un proceso paseo aleatorio simétrico con p = 1/2. (¢) Cuatro funciones muestrales
de un proceso paseo aleatorio asimétrico con p = 3/4.
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El proceso de suma S, tiene incrementos independientes en intervalos de tiempo
que no se superponen. Para ver esto consideremos dos intervalos de tiempo:
ng <n <npyney <n < mng, donde n; < ny. Los incrementos de S,, en estos
intervalos de tiempo disjuntos son dados por

S'nl 7‘9”0 :Xn0+1 +"'+Xn1
Sns _Snz :Xn2+1 + +X713

Los incrementos anteriores no tienen ninguno de los de X,, en comun, por
lo que la independencia de las X,, implica que los incrementos (S,, — Sn,) ¥
(Sns — Sn,) son variables aleatorias independientes.

Para n’ > n, el incremento S,,; — 5, es la suma de n’ — n variables aleatorias
iid, por lo que tiene la misma distribucién que S, _,, la suma de los primeros
n’ —n Xs, es decir,

P[Sp — Sp =y] = P[Sp—n =y

Asi, los incrementos en los intervalos de la misma longitud tienen la misma dis-
tribucién, independientemente de cuando comienza el intervalo. Por esta razén,
también se dice que S, tiene incrementos estacionarios.

Ejemplo 8.17 Incrementos independientes y estacionarios del proceso binomial
y del proceso paseo aleatorio

La propiedad de incrementos independientes y estacionarios es particularmen-
te facil de ver en el proceso binomial, ya que los incrementos en un intervalo
son el nimero de éxitos en los correspondientes experimentos de Bernoulli. La
propiedad de incrementos independientes se deduce del hecho de que el nimero
de éxitos en intervalos de tiempo disjuntos son independientes. La propiedad
de incrementos estacionarios se debe al hecho de que la pmf para el incremento
en un intervalo de tiempo es la pmf binomial con el correspondiente nimero de
experimentos.

El incremento en un proceso paseo aleatorio es determinado por el mismo
namero de éxitos de un proceso binomial. De esto se deduce que el paseo aleatorio
tiene también incrementos independientes y estacionarios.

La propiedad de incrementos independientes y estacionarios del proceso de
suma S,, hace que sea fécil de calcular la pmf/pdf conjunta para cualquier ntimero
de instantes de tiempo. Para simplificar, supongamos que la X, tome valores
enteros, por lo que S,, también toma valores enteros. Calculamos la pmf conjunta
de S, en los instantes ny,ns y ns.

P[Snl = ylvsnz = y27Sn3 = y3] =
P[S’ru = y175n2 - STM = Y2 _y17S713 - Snz = Y3 —92]7
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yva que el proceso es igual a y1, y2, y3, y en los instantes ny,ne y ns, si y sélo si
es igual a y; en el instante ny, y los incrementos posteriores son y2 —y1 € y3 — ys.
La propiedad de incrementos independientes implica entonces que

P[Sn1 = Y1, Snz = Y2, Sns = y3] =
P[Snl = yl]P[Sn2 - Sﬂl = Y2 — yl]P[Sn3 - Sng = Y3 — y2]a

Finalmente, la propiedad incrementos estacionarios implica que la pmf conjunta
de S, viene dada por

P[Snl = ylvs’nz = y27S’n3 = y3] =
P[Snl = yl]P[Sngfnl = Y2 — yl]P[Sngfng = Y3 — y?]v
Claramente, podemos usar este procedimiento para expresar la pmf conjunta
de S, en cualquier instante de tiempo n; < ng < --- < ny en términos de la pmf
en el instante inicial y las pmf de los posteriores incrementos:
P[Snl :ylaSHQ :yQ,--ank :yk] -
P[Sn1 = yl]P[Sng—nl =Y2 — yl] T P[Snk—nkfl =Yk — yk—l]a
Si las X,, son variables aleatorias con valores continuos, entonces se puede
demostrar que la densidad de probabilidad conjunta de S,, en los instantes
ny,ng,..., Nk €8S:
f5n1,5n27~~~,snk (ylﬂ Y2, ... ayk) =

Fsuy W) S0y g W2 = y1) -+ f o (Y — Y1)

Ejemplo 8.18 pmf conjunta del proceso de conteo binomial
Calcular la pmf conjunta para el proceso de conteo binomial en los instantes
ny y ne. Calcular la probabilidad de que P[S,,, = 0,5, = na —n1], es decir, los
primeros n; experimentos son fracasos y los restantes experimentos son éxitos.
Siguiendo el enfoque de arriba se obtiene

P[Sn1 = Y1, Sng = y2] = P[Sn1 = yl]P[STLQ - Sﬂl =Y2 — yl]
— (n2 - nl)pyzyl (1 _ p)nzfmfszryl (nl)pyl (1 —p)yn

Y2 — Y1 'A%

_ (ng — m) (n1)py2(1 _ pymaee
Y2 — Y1 Y1

La probabilidad requerida es entonces:

ng —n n
P[Sn1 = O, Sng = nNg — nl] = ( 2 1) ( 1)pn2n1(1 _p)nl — pn2*n1(1 _p)n1

ng — Ny 0

que es lo que se obtendria de un célculo directo para experimentos de Bernoulli.
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Ejemplo 8.19 pdf conjunta de la suma de la secuencia de gaussianas iid

Sea X,, una secuencia de las variables aleatorias iid gaussianas con media cero
y varianza o¢2. Encontrar la pdf conjunta del correspondiente proceso de suma
en los instantes ni y no.
A partir del Ejemplo 7.3, se sabe que S,, es una variable aleatoria gaussiana
de media cero y varianza no?. La pdf conjunta de S, en los instantes n; y no
estd dada por

IS0, 8, W1,Y2) = f5,, 0, (Y2 — Y1) fs,, (Y1)

_ ! o~ (2—y)?/[2(ns—m)o?] ___1

© /2n(ng — ny)o? V2mno?

2 2
e~ Y1 /2ni0 )

Dado que el proceso suma S, es la suma de n variables aleatorias iid, tiene
media y varianza:
mg(n) = E[Sy] =nE[X] =nm
VAR[S,] = nVAR[X] = no?. (8.7)
La propiedad de incrementos independientes nos permite calcular la autoco-
varianza en una manera interesante. Supongamos que n < k de manera que
n = min(n, k), entonces
Cs(n, k) = E[(Sp — nm)(Sk — km)]
= E[(Sp — nm){(Sn, — nm) + (S — km) — (S, — nm)}]
= E[(S, —nm)*] + E[(S, — nm)(Sk, — S, — (k —n)m)].
Dado que S, y el incremento S — S, son independientes,
Cs(n, k) = E[(S, —nm)?] + E[(S, — nm)]|E[(Sy, — Sp — (k —n)m)]
= E[(S, — nm)?]
= VAR[S,] = no?,

va que E[S,, — nm] = 0. Del mismo modo, si k = min(n, k), se obtendria ko?.
Por lo tanto, la autocovarianza del proceso de suma es

Cs(n, k) = min(n, k)o. (8.8)

Ejemplo 8.20 Encontrar la autocovarianza del paseo aleatorio unidimensional.
A partir del Ejemplo 8.14 y de las ecuaciones (8.7) y (8.8), S, tiene media
n(2p — 1) y varianza 4np(1 — p). Asi pues, su autocovarianza estd dada por

Cs(n, k) = min(n, k)dp(1 — p).
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El proceso de suma se puede generalizar en varios modos. Por ejemplo, la
estructura recursiva de la Figura 8.6 se puede modificar como se muestra en
la Figura 8.8(a). Se obtienen entonces procesos estocdsticos de primer orden
autorregresivos, que son de interés en el andlisis de series temporales y en el
procesamiento digital de la senal. Si por el contrario utlizamos la estructura que
se muestra en la Figura 8.8(b), se obtiene un ejemplo de proceso de media mévil.

Y,=aY, | +X,

Figura 8.8 (a) Proceso autorregresivo de primer orden. (b) Proceso de media mévil.

Procesos estocasticos estacionarios

Muchos procesos estocasticos tienen la propiedad de que la naturaleza de la
aleatoriedad en el proceso no cambia con el tiempo. Una observacién del proceso
en el intervalo de tiempo (to,t1) presenta el mismo tipo de comportamiento
aleatorio de una observacién en algin otro intervalo de tiempo (to + 7,1 + 7).
Esto nos lleva a postular que las probabilidades de las muestras del proceso no
dependen del instante en que comienzan a tomarse las observaciones, es decir,
las probabilidades que involucran muestras tomadas en los instantes tq,...,tx
no difieren de las probabilidades de la muestras tomadas en los instantes ¢ +
Tyoooytp + 7.

Ejemplo 8.21 Estacionariedad y transitoriedad

Una urna tiene 6 bolas blancas, cada una con la etiqueta “0” y 5 bolas negras
con la etiqueta “17. Se lleva a cabo la siguiente secuencia de experimentos: Se
selecciona una bola y se anota el nimero; la primera vez que se selecciona una
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bola blanca no se vuelve a poner en la urna, pero en los otros casos siempre
se ponen de nuevo la bolas en la urna. El proceso estocastico que resulta de
esta secuencia de experimentos claramente tiene una fase transitoria y una fase
estacionaria. La fase transitoria consiste en una cadena de n “1” consecutivos y
termina con la primera aparicién de un “0”. Durante la fase transitoria P[I,, =
0] = 6/11 y la duracién media de la fase transitoria tiene distribucién geométrica
con media 11/6. Después de la primera ocurrencia de un “0”, el proceso entra en
la fase estacionaria en que el proceso es una secuencia binaria equiprobable iid.
El comportamiento estadistico del proceso no cambia una vez que se alcanza la
fase estacionaria.

Si consideramos procesos estocasticos que comienzan en el instante ¢t = —oo,
entonces la condicién anterior se puede formular con precisiéon de la siguiente
manera. Un proceso estocdstico en tiempo discreto o en tiempo continuo X (t)
es estacionario si la distribucion conjunta de cualquier conjunto de muestras no
depende de la posicién del origen del tiempo. Esto significa que la funcién de
distribucién conjunta de X (t1), X (t2),..., X (tx) es la misma de la de X (t; +
), X+ 7)., X (g +7):

Fx (), x0) (@1 Tk) = Fxty4r), X (t4r) (T15 -+ 5 The), (8.9)

para todo desplazamiento en tiempo 7, todo k, y todas las posibles opciones
de instantes de muestreo t1,...,t;. Si un proceso comienza en algun instante
determinado (es decir, n = 0 o t = 0), entonces se dice que es estacionario si su
distribucién conjunta no cambia en presencia de desplazamientos a la derecha del
tiempo. Se dice que dos procesos X (t) e Y (t) son conjuntamente estacionarios
si las cdf conjuntas de X(t1),...,X(tg) e Y(#}),...,Y(#;) no dependen de la
ubicacion del origen de tiempo para todo k y j y todas las opciones de instantes de
muestreo tq,...,t; y t1,...,t;. La cdf de primer orden de un proceso estocdstico
estacionario debe ser independiente del tiempo, ya que por la Ecuacion 8.9,

Fx)(x) = Fx(t47)(7) = Fx(z) para todot,r.

Esto implica que la media y la varianza de X (t) son constantes e independientes
del tiempo:

mx(t) = E[X(t)] =m  para todot
VAR[X ()] = E[(X(t) —m)?] = 0% para todo t.

La cdf de segundo orden de un proceso estocastico estacionario sélo puede de-
pender de la diferencia temporal entre las muestras y no del instante concreto
de las muestras, ya que por la Ecuacion 8.9,

Fx(t1),x(t2) (@1, 72) = Fx(0),x (t2—t,)(£1,72)  para todo t1,to.
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Esto implica que la autocorrelacion y la autocovarianza de X () pueden depender
s6lo de to — t1:

Rx(ﬁl,ﬁg) = Rx(ﬁg —tl) para todo tl,tg

Cx(tl,tg) = Cx(tg — tl) para todo tl,tQ.

Ejemplo 8.22 Proceso estocéstico iid
Demostrar que el proceso estocastico iid es estacionario.
La cdf conjunta de las muestras en cualquier conjunto de k instantes de tiempo
t1,...,tk €s
Fx(ty),..x ) (@1, 22, ..., x1) = Fx(21)Fx (22) - - Fx (x1)
= FX(t1+T)....,X(tk+T)($1) ce ,mk)

para todo k, t1,...,t5. Asi la Ecuacién 8.9 se satisface y el proceso estocdstico
iid es estacionario.

Ejemplo 8.23 ,Es el proceso de suma un proceso en tiempo discreto estacio-
nario?

El proceso de suma se define como S,, = X7 + Xs + --- + X,;, donde las X;
representan una secuencia iid. El proceso tiene media y varianza

ms(n) =nm  VAR[S,] = no?,

donde m y o2 son la media y la varianza de las X,,. Se puede observar que la
media y la varianza no son constantes sino que crecen linealmente con el indice
temporal n. Por lo tanto el proceso de suma no puede ser un proceso estacionario.

Procesos estocasticos estacionarios en sentido amplio

En muchas situaciones no podemos determinar si un proceso estocastico es
estacionario, pero podemos determinar si la media es una constante:

mx (t) = m para todo t, (8.10)

y si la autocovarianza (o, equivalentemente, la autocorrelacién) es una funcién
s6lo de t1 — ta:

CX (ﬁl, ﬁg) = CX (tl — ﬁg) para todo ﬁl, tg, (8.11)

Un proceso estocdstico X (t) de tiempo discreto o de tiempo continuo es estacio-
nario en sentido amplio (WSS) si se cumplen las ecuaciones (8.10) y (8.11). Del
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mismo modo, podemos decir que los procesos X (t) e Y () son conjuntamente es-
tacionarios en sentido amplio cuando ambos son estacionarios en sentido amplio
y su covarianza cruzada s6lo depende de t; — to. Cuando X (t) es estacionario en
sentido amplio, podemos escribir

Cx(tl,tg) = Cx(T) ny(tl,t2) = RX(T)

donde 7 = t1 —to. Todos los procesos estocasticos estacionarios son estacionarios
en sentido amplio ya que cumplen las ecuaciones (8.10) y (8.11). El siguiente
ejemplo muestra que un algunos procesos estacionarios en sentido amplio no son
estacionarios.

Ejemplo 8.24 Supongamos que X,, consta de dos secuencias intercaladas de
variables aleatorias independientes. En particular, supongamos que para n par,
X, asume los valores 1 con probabilidad 1/2 y que para n impar, X, asume
los valores de 1/3 y —3 con probabilidades de 9/10 y 1/10, respectivamente.

X, no es estacionario porque su pmf varia con n. Es facil demostrar que X,
tiene una media de

mx(n) = 0 para todo n
y funcién de covarianza

E[X;|E[X;]=0 parai#j
E[X?] =1 para i = j.

O ). = {

X, es, por lo tanto, estacionario en sentido amplio.

Veremos que la funcién de autocorrelacion de procesos estacionarios en sentido
amplios juega un papel crucial en el diseno de algoritmos lineales de procesamien-
to de senales. Ahora desarrollamos varios resultados que nos permiten deducir
las propiedades de un proceso WSS a partir de las propiedades de su funcién de
autocorrelacion.

En primer lugar, la funciéon de autocorrelaciéon en 7 = 0 da la potencia media
(segundo momento) del proceso:

Rx (0) = E[X ()] para todo t.
En segundo lugar, la funcién de autocorrelacién es una funcién par de 7 ya que
Rx(t)=EX(t+T)Xt)]=EX®)X{t+T)] =Rx(—7).

En tercer lugar, la funcién de autocorrelacién es una medida de la tasa de
variacién del proceso estocdstico en el siguiente sentido. Consideremos el cambio
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en el proceso del instante de tiempo t al instante t 4 7:

Pl X(t+7)—X(1t)| >e] = P[(X(t+7) - X(1)? > &?] (8.12)
- E[(X(t+T) - X(t)?] _ 2{Rx(0) — Rx(7)}
- g2 g2

donde hemos utilizado la desigualdad de Markov, ecuacién (4.75), para obtener
el limite superior. La ecuacién (8.12) establece que si Rx (0) — Rx (T) es pequeno,
es decir, Rx(7) disminuye lentamente, la probabilidad de que un gran cambio
en X (t) en 7 segundos es pequena.

En cuarto lugar, la funcién de autocorrelacion es maxima en 7 = 0. Usamos
la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

E[XY]? < E[X?E[Y? (8.13)

para cualquier par de variables aleatorias X e Y. Si aplicamos esta ecuacion a
X(t+ 1)y X(t), obtenemos

Rx(r)* = BEIX(t+7)X(t)]* < BIX?(t + 7)|E[X*(1)] = Rx(0)*

|Rx(7)| < Rx(0).

En quinto lugar, si Rx(0) = Rx(d), entonces Rx (7) es periddica con periodo
dy X(t) es decir es periédica en valor cuadratico medio, es decir, E[(X (t+d) —
X (t))?] =0. Si aplicamos la ecuacién (8.13) a X(t +7+d) — X(t+7) vy X(t),
obtenemos

E(X(t+7+d) — X(t+7)X ()
< E[(X(t+7+d) — X(t+7)°|E[X?(1)],

lo que implica que
{Rx (1 +d) — Rx(7)}* < 2{Rx(0) — Rx(d)}Rx/(0).

Asi Rx(d) = Rx(0) implica que el lado derecho de la ecuacién es igual a cero,
y por lo tanto que x (74 d) = Rx(7) para todo 7. Aplicando iterativamente este
resultado se puede concluir que Rx (7) es periddica con periodo d. El hecho de
que X (t) es periddica en valor cuadratico medio se deduce de

B[(X(t +d) - X(1))*] = 2{Rx(0) — Rx(d)} = 0.

En sexto lugar, sea X (t) = m+ N(t), donde N (t) es un proceso de media cero
para el que Ry (7) — 0 por 7 — 00, entonces

Rx(7) = E[(m + N(t +7))(m + N(1))] = m* + 2mE[N (t)] + Ry ()
=m? + Rn(1) — m? por 7 — 0.

En otras palabras, Rx (7) se acerca al valor cuadrético medio de X (t) por 7 — oc.
En resumen, la funcién de autocorrelacién puede tener tres tipos de componentes:
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a=
Ry(7) = — cos 2mfyr

>

A A
TR A

(b)

Ry(m)4

Figura 8.9 (a) Funcién de autocorrelacién de una sefial telégrafica aleatoria. (b)
Funcién de autocorrelacién de una sinusoide con fase aleatoria. (c¢) funcién de
autocorrelacién de un proceso estocédstico que tiene media distinta de cero, una
componente periddica, y una componente “aleatoria’”.

(1) una componente que se aproxima a cero cuando 7 — 00, (2) una componente
periddica, y (3) una componente debida a una media distinta de cero.

Ejemplo 8.25 La Figura 8.9 muestra varias funciones de autocorrelacion tipi-
cas. La Figura 8.9(a) muestra la funcién de autocorrelacién de una senal telégra-
fica aleatoria X (t)

Rx (1) = e~ 22"l para todo .

X(t) es de media cero y Rx(7) — 0 por |7| — oo. Figura 8.9(b) muestra la
funcién de autocorrelacién de una sinusoide Y (¢) con una amplitud a y fase
aleatoria (ver Ejemplo 8.10):

2
Ry (1) = %cos(27rf07') para todo 7.

Y (t) es de media cero y Ry (t) es periddica con periodo de 1/ fy. Figura 8.9(c)
muestra la funcién de autocorrelacion del proceso Z(t) = X (t)+Y (t)+m, donde
X (t) es el proceso telégrafo aleatorio, Y (¢) es una sinusoide con fase aleatoria, y
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m es una constante. Si asumimos que X (¢) e Y (¢) son procesos independientes,

Ry()=FE{X{t+7)+Y({t+7)+mH{X(@)+Y(t)+m}
Rx(7) + Ry (1) + m?2.

Procesos estocasticos gaussianos estacionarios en sentido amplio

Si un proceso estocastico gaussiano es estacionario en sentido amplio, entonces
también es estacionario. La pdf conjunta de un proceso estocastico gaussiano es
completamente determinada por la media mx (t) y la autocovarianza C'x (t1,t2).
Si X (t) es estacionario en sentido amplio, entonces su media es una constante m y
su autocovarianza depende sélo de la diferencia de los tiempos de muestreo, t; —¢;.
De esto se deduce que la pdf conjunta de X (t) depende sélo de este conjunto
de diferencias, y por lo tanto es invariante con respecto a desplazamientos en el
tiempo. Asi, el proceso es también estacionario. El resultado anterior hace que
los procesos estocasticos gaussianos WSS sean faciles de tratar ya que toda la
informacién necesaria para especificar la pdf conjunta estd contenida en m y

Cx(T).

Promedios temporales de procesos estocasticos y teoremas
ergddicos

En algunos casos, los pardmetros de un proceso estocastico deben ser obtenidos
a través de medicién. Los resultados del Capitulo 7 sugieren que se repita el
experimento aleatorio que da lugar al proceso estocastico un gran numero de
veces y se tome la media aritmética de las magnitudes de interés. Por ejemplo,
para estimar la media mx (t) de un proceso estocdstico X (¢, () se puede repetir
el experimento aleatorio y tomar el promedio siguiente:

e (t) = %ZX(t,g),

donde N es el niimero de repeticiones del experimento, y X (¢, ;) es la realizacién
observada en la i-ésima repeticion.

En algunas situaciones, estamos interesados en estimar las funciones media o
autocorrelacion de la media temporal de una realizacién tunica, es decir,

T
(X(t)r = % [TX(t,C)dt. (8.14)

Un teorema ergddico establece las condiciones bajo las cuales una media tem-
poral converge cuando el intervalo de observaciéon se vuelve grande. En esta
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seccién, estamos interesados en los teoremas ergddicos que establecen cuando los
promedios temporales convergen a los promedios del conjunto (valor esperado).

La ley fuerte de los grandes nimeros, presentada en el capitulo 7, es uno
de los més importantes teoremas ergodicos. Establece que, si X, es un proceso
estocdstico en tiempo discreto iid con media finita E[X,,] = m, enconces la media
temporal de las muestras converge a la media del conjunto con probabilidad uno:

R
nl;rr;oEZXim] =1.

=1

P

Este resultado nos permite estimar m tomando el promedio temporal de una
sola realizacién del proceso. Estamos interesados en obtener resultados de este
tipo para una clase mas amplia de procesos estocasticos, es decir, para procesos
estocasticos en tiempo discreto no iid, y para procesos estocasticos en tiempo
continuo.

El siguiente ejemplo muestra que, en general, los promedios temporales no
convergen a promedios de conjuntos.

Ejemplo 8.26 Sea X (t) = A para todo ¢, donde A es una variable aleatoria de
media cero y varianza unitaria. Hallar el valor limite del promedio temporal. La
media del proceso es mx (t) = E[X (t)] = E[A] = 0. sin embargo, la Ecuacién 8.15
da
1 /7
(X(t)r = T | . Adt = A.

Asi, el promedio temporal no siempre converge a mx = 0. Notese que este
proceso es estacionario. Asi este ejemplo muestra que los procesos estacionarios
no siempre son también ergddicos.

Consideremos la estimacién dada por la Ecuacién 8.15 para E[X (t)] = mx (t).
La estimacién devuelve un solo niimero, asi que obviamente tiene sentido conside-
rar procesos para los cuales mx (t) = m, con m una constante. Se presentard aho-
ra un teorema ergddico para el promedio temporal de procesos estacionarios en
sentido amplio.

Sea X (t) un processo WSS. El valor esperado de (X (t))r es

1 T
— X
- [ X(oy

Esta ecuacién establece que (X (t))r es un estimador insesgado de m.

El(X(®)r] = E _ % /J BX () dt = m.

TEOREMA 8.1 Sea X (t) un processo WSS con media mx(t) = m y autocova-
rianza Cx (1) con T = ta — t1, entonces

lim (X (¢))r =m

T—o0

289
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en valor cuadrdtico medio, si y solo si

ftm L[ (11 Cx (u)du = 0
755 2T | oy or ) XA =T

Por lo tanto, (X (t))r se acercara a m en valor cuadritico medio, es decir,

lim E[(X(t))r —m)*] =0

T—o0

si y solo si

1 2T |u|
VAR[X()r] = 5 /_2T (1 - ﬁ) Cx (u)du.

se tiende a cero por T creciente.

Segun la terminologia usada en la ingenieria, se dice que un proceso WSS es
ergddico respecto a la media si satisface las condiciones del teorema anterior.

El teorema anterior se puede utilizar para obtener teoremas ergddicos para
el promedio temporal de otras magnitudes. Por ejemplo, si se sustituye X ()
con Y(t + 7)Y (t) en la Ecuacién 8.15, se obtiene una estimacién del promedio
temporal de la funcién de autocorrelacion del proceso Y (t):

T

V(Y= g5 |

Y (¢ + 7)Y (t)dt. (8.15)

Se demuestra facilmente que E[(Y (t+7)Y (t))r] = Ry (7) si Y (t) es WSS. Sea
Y (t) un processo WSS. El valor esperado de (Y (t + 7)Y (¢))7 es

B (¢t 4+ 7)Y (9)r] =F | o /_T Y(t+ )Y (1)t
1 T

=57 .

E[Y(t+7)Y(t)]dt = Ry ().

El teorema ergddico anterior implica entonces que el promedio temporal de la
autocorrelacién converge a Ry (7) en valor cuadratico medio, es decir

lim E[((Y(t+ 7)Y (t))7 — Ry(7))?] =0

T—o0

si VAR[(Y (t + 7)Y (t))r] converge a cero por T creciente.

Ejemplo 8.27 El proceso telégrafo aleatorio, X (t), tiene media mx(t) = 1,
varianza VAR[X (t)] = 1 y autocovarianza Cx (t1,tp) = e~ 2lt2=tl,

(Es el proceso telégrafo aleatorio ergddico respecto a la media?

La funciéon de autocovarianza para el proceso telégrafo aleatorio se puede ex-

presar como Cx (1) = e~2%I7| con 7 =ty —t1, por lo que la varianza de (X (¢))7
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es

VAR[(X (£))r] = iT /2T (1 _ M) Cix () du

I
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La cota superior tiende a cero por T' — oo y por consiguiente VAR[(X (t))r] — 0
por T — oo. Entonces el proceso es ergddico respecto a la media.

Si el proceso aleatorio en consideracién es en tiempo discreto, entonces las esti-
maciones mediante promedio temporal de las funciones media y autocorrelacién
de X, estan dadas por

T
1
Xn - Xnv
| ;T
1 T
X X ) = X1 X,
(Xt Xn)r 2T+1n;T T

Si X, es un proceso aleatorio WSS, entonces E[(X,,)r] = m, por lo que (X,,)7
es una estimacioén no sesgada de m. Es facil demostrar que la varianza de (X,,)r
es

2T

1 k
VAR[(X,)r] = 1 k;ﬂ (1 — 2T|+| 1) Cx (k)

Por lo tanto, (X,,)r tiende a m en valor cuadratico medio y es ergédico respecto
a la media si VAR[(X,,)r] tiende a cero por valores crecientes de T'.

201
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Problemas

Secciones 8.1 y 8.2: Definicion y especificacién de un proceso estocastico

8.1 En el Ejemplo 8.1 hallar la pmf conjunta de X; y Xs5. Por qué X; y X,
son independientes?

8.2 Un proceso estocastico en tiempo discreto X,,, se define de la siguiente
manera. Se lanza un dado se observa el resultado que denotamos con k. El
proceso, entonces, esta definido por X,, = k para todo n.

(a) Dibujar algunos caminos muestrales del proceso.

(b) Hallar la pmf de X,,.

(¢) Calcular la pmf conjunta de X,, y X 4k-

(d) Hallar las funciones media y autocovarianza de X,,.

8.3 Un proceso estocdstico en tiempo discreto X, , se define de la siguiente
manera. Se lanza una moneda. Si el resultado es cara, X,, = (—1)", para todo
n; si el resultado es cruz, X,, = (—1)"! para todo n.

(a) Dibujar algunos caminos muestrales del proceso.

(b) Hallar la pfm de X,.

(c) Calcular la pmf conjunta de X,, y X, 4k.

(d) Hallar las funciones media y autocovarianza de X,,.

8.4 Un proceso estocastico de tiempo discreto estd definido por X,, = s", para
n > 0, donde s se selecciona al azar en el intervalo (0,1).

(a) Dibujar algunos caminos muestrales del proceso.

b) Hallar la cdf de X,,.

Calcular la cdf conjunta de X,, y X,41.

~

C

(
(
(d
(

= =

Hallar las funciones media y autocovarianza de X,,.
e

~—

Repetir los puntos (a), (b), (¢) y (d), si s es uniforme en (1, 2).

8.5 Sea g(t) el pulso rectangular que se muestra en la Figura 8.5. El proceso
estocastico X (t) se define como X (t) = Ag(t), donde A toma los valores 1 con
igual probabilidad.

(a) Hallar la pmf de X (¢).

(b) Hallar mx (t).

(c) Calcular la pmf conjunta de X (t) y X (¢t + d).

(d) Calcular Cx(t,t +d),d > 0.

8.6 Un proceso estocdstico esta definido por Y (¢) = g(t — T'), donde g(t) es el
pulso rectangular de la Figura 8.5 y T" es una variable aleatoria uniformemente
distribuida en el intervalo (0, 1).

(a) Hallar la pmf de Y (¢).
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(b) Hallar my (t) y Cy (t1,12),d.

8.7 Un proceso estocdstico esta definido por

donde T es una variable aleatoria uniforme en el intervalo (0,1) y g (t) es la
forma de onda triangular periédica que se muestra en la Figura 8.10.

0 I

(V]
>

Figura 8.10

(a) Hallar la cdf de X (¢) para 0 <t < 1.
(b) Calcular mx(t) y Cx(t1,t2).

8.8 SeaY(t)=g(t—1T), donde g(t) es el pulso rectangular de la Figura 8.10 y

T es una variable aleatoria con distribucién exponencial con pardmetro .

(a) Hallar la pmf de Y (t).

(b) Calcular la pmf conjunta de Y (t) e Y (¢t + d). Considerar los dos casos: d > 1
y0o<d<l.

(¢) Hallar my(t) y Cy(t,t+d) parad>1y 0<d < 1.

8.9 Sea Z(t) = At + B, donde A y B son variables aleatorias independientes.
(a) Hallar la pdf de Z(t).
(b) Calcular mz(t) y Cz(t1,t2).

8.10 Hallar una expresién para E[|X;, — Xt,|?] en términos de la funcién de
autocorrelacion.
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8.11 El proceso estocastico H(t) se define como la version “duramente limita-
da”de X (¢):

Hy =T si X(t) >0,
-1 siX() <o,

(a) Hallar la pdf, la media y la autocovarianza de H(t) si X (¢) es la sinusoide
con amplitud aleatoria presentada en el Ejemplo 8.2.

(b) Hallar la pdf, la media y la autocovarianza de H(t) si X (t) es la sinusoide
con fase aleatoria presentada en el Ejemplo 8.9.

(¢) Hallar una expresién general para la media de H(t) en términos de la cdf de
X(1).

8.12 (a) ;Son ortogonales los procesos estocdsticos independientes? Explicar.
(b) ¢Son incorrelacionados los procesos estocdsticos ortogonales? Explicar.

(¢) ¢Son independientes los procesos estocdsticos incorrelacionados?

(d) ;Son ortogonales los procesos estocasticos incorrelacionados?

8.13 El proceso estocastico Z(t) se define como
Z(t) = 2Xt - Y,

donde X e Y son dos variables aleatorias con medias mx, my, varianzas 0%, 0%,
y coeficiente de correlacién py y. Hallar la media y la autocovarianza de Z(t).

8.14 Sea H(t) la salida del limitador duro considerado en el problema 8.11.

(a) Hallar la cross-correlacién y la cross-covarianza entre H(t) y X(¢) cuando
la de entrada es una sinusoide de amplitud aleatoria como en el proble-
ma 8.11a.

(b) Repetir el cdlculo suponiendo que la entrada sea una sinusoide con fase
aleatoria, como en el problema 8.11b.

(b) {Son incorrelacionados los procesos de entrada y de salida? ;Son ortogonales?

8.15 Sea Y, = X, + g(n), donde X,, es un proceso estocdstico en tiempo
discreto con media cero y g(n) es una funcién determinista de n.

(a) Hallar la media y la varianza de Y,.

(b) Hallar la cdf conjunta de Y;, e Y, 41.

(¢) Hallar la funcién de autocovarianza de Y,.

(d) Representar funciones muestrales tipicas para X,, e Yy, si: g(n) = n, g(n) =

1/n?y g(n) =1/n.

8.16 SeaV, = c¢(n)X, donde X,, es un proceso estocdstico en tiempo discreto
con media cero y varianza uno y ¢(n) es una funcién determinista de n.

(a) Hallar la media y la varianza de Y,.

(b) Hallar la cdf conjunta de Y;, e Y, 41.
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(¢) Hallar la funcién de autocovarianza de Y,.
(d) Representar funciones muestrales tipicas para X,, e Y,, si: ¢(n) = n, ¢(n) =
1/n%yc(n)=1/n.

8.17 (a) Hallar la cross-correlacién y la cross-covarianza de X,, y Y;, conside-
rados en el problema 8.15.

(b) Hallar la pdf conjunta de X,, e Y, 11.

(¢) Determinar si X,, e Y;, son procesos estocésticos incorrelacionados, indepen-
dientes, u ortogonales.

8.18 (a) Hallar la cross-correlacién y la cross-covarianza de X,, y Y,, conside-
rados en el problema 8.16.

(b) Hallar la pdf conjunta de X,, e Y, 1.

(¢) Determinar si X,, e Y;, son procesos estocésticos incorrelacionados, indepen-
dientes, u ortogonales.

8.19 Supongamos que X (t) e Y (¢) son procesos estocdsticos independientes y
sean

(a) Hallar Cux(t1,t2), Cuy (t1,t2) y Cuv (t1,ta).
(b) Hallar frre,yx () (4, ) ¥ fu,),vits)» (4, v). Sugerencia: Utilice variables au-
xiliares.

8.20 Repetir el problema 8.19, si X () e Y (¢) son procesos estocdsticos en
tiempo discreto independientes y X (¢) e Y (¢) son diferentes procesos estocasticos
iid.

Seccion 8.3: Proceso de suma, proceso de conteo binomial y paseo
aleatorio

8.21 (a) Sea Y, ser el proceso que se produce cuando en un proceso de Bernoulli
1 aislados se borran con probabilidad a. Encontrar las pmf de S/, el proceso
de conteo para Y,, {Tiene Y,, incrementos independientes y estacionarios?

(b) Repetir el punto anterior si, ademés del borrado, 0 aislados en el proceso de
Bernoulli se cambian a 1 con probabilidad .

8.22 Supongamos que S,, denota un proceso de conteo binomial.
(a) Demostrar que P[S,, = j, Sp, =i] # P[S, = j|P[Sn = 1.
(b) Hallar P[S,, = j|Sn, =], donde ny > n;.
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(¢) Demostrar que P[Sy, = j|Sn, =i, S0, = k] = P[Sn, = j|Sn, =], donde ny >
ny > ngp.

8.23 (a) Hallar P[S, = 0] para el proceso paseo aleatorio.
(b) {Cuél es la respuesta en el punto anterior si p = 1/27

8.24 Consideremos los siguientes procesos de media mévil:

Yo =1/2(Xn + Xn-1),Xo =0
Zn =2/3X, +1/3Xp_1, X0 = 0.

(a) Hallar la varianza media, y covarianza de Y,, y Z,, si X,, es un proceso
estocastico de Bernoulli.

(b) Repetir el punto (a) si X,, es el proceso escalén aleatorio.

(c¢) Generar 100 resultados de un proceso estocédstico de Bernoulli X,,, y encon-
trar las Y,, y Z, resultantes. ;Son las medias muestrales de Y,, y Z,, del
punto (a) préximas a sus respectivas medias?

(d) Repetir el punto (c¢) con X,, producida por el proceso escalén aleatorio.

8.25 Considerar los procesos autorregresivos siguientes:

W, =2Wn_1 4+ X,,, Wy =0
Zp = 3/4Zn_1 + X, Zo = 0.

(a) Supongamos que X,, es un proceso de Bernoulli. ;jQué tendencias de la
manifiestan los procesos?

(b) Expresar W,, y Z,, en términos de X,,, X,,—1, ..., X1 y luego encontrar E[W,,]
y E[Z,]. ;Estos resultados concuerdan con las tendencias esperadas?

(¢) (W, o Z, tienen incrementos independientes? ;Tienen incrementos estacio-
narios?

(d) Generar 100 resultados de un proceso de Bernoulli. Encontrar las realizacio-
nes resultantes de W, y Z,, ;Es la media muestral significativa para estos
procesos?

(e) Repetir el punto (a) suponiendo que X, es el proceso escalén aleatorio.

8.26 Sea M, es el proceso en tiempo discreto definidos como la secuencia de
medias muestrales de una secuencia iid:

X1+ Xo+--+ X,
" :

M, =

(a) Hallar la media, la varianza y la covarianza de M,,.

(b) ;Tiene M, incrementos independientes? ;Tiene incrementos estacionarios?
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8.27 Hallar la pdf de los procesos definidos en el problema 8.24 si las X,
proceden de una secuencia iid de variables aleatorias gaussianas de media cero y
varianza unitaria.

8.28 Supongamos que las X,, consisten en una secuencia iid de variables alea-

torias de Cauchy.

(a) Hallar la pdf del proceso de suma S,. Sugerencia: Usar el método de la
funcién caracteristica.

(b) Hallar la pdf conjunta de S,, y Spyk-

8.29 Supongamos que las X,, consisten en una secuencia iid de variables alea-
torias de Poisson con media a.

(a) Hallar la pmf del proceso suma Sj,.

(b) Hallar la pdf conjunta de S, y Sp4-

8.30 Sea X, una secuencia iid de variables aleatorias gaussianas con media

cero y varianza unitaria.

(a) Hallar la pdf de M,, definida en el problema 8.26.

(b) Hallar la pdf conjunta de M,, y M, . Sugerencia: Utilizar la propiedad de
incrementos independientes de S,,.

8.31 Repetir el problema 8.26 con X,, = 1/2(Y,, + Y,,_1), donde Y;, es un
proceso estocastico iid. jQué ocurre a la varianza de M,, a medida que aumenta
n?

8.32 Repetir el problema 8.26 con X,, = 3/4X,,_1+Y,,, donde Y;, es un proceso
estocastico iid. ;Qué ocurre a la varianza de M,, a medida que aumenta n?

8.33 Supongamos que un experimento aleatorio tiene tres resultados posibles,
por ejemplo 0,1 y 2, y supongamos que ocurren con probabilidades pg, p1, vy p2,
respectivamente.

Consideremos una secuencia de repeticiones independientes del experimento,
y sea X;(n) la funcién indicatriz del resultado j. El vector

X(n) = (Xo(n), X1(n), X2(n))

constituye entonces un proceso estocastico vectorial de Bernoulli. Consideremos
el proceso de conteo para X(n):

S(n) = X(n) + X(n —1) + - +X(1),S(0) = 0.

(a) Demostrar que S(n) tiene una distribucién multinomial.

(b) Demostrar que S(n) tiene incrementos independientes, y luego hallar la pmf
conjunta de S(n) y S(n + k).

(c) Demostrar que las componentes S;(n) del proceso vectorial constituyen un
proceso de conteo binomial.
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Seccion 8.4: Procesos estacionarios

8.34 (a) ;(Es la sinusoide de amplitud aleatoria en el Ejemplo 8.9 un proceso
estocdstico estacionario? jEs estacionario en sentido amplio?
(b) Repita la parte (a) para la sinusoide con fase aleatoria en el Ejemplo 8.10.

8.35 Un proceso estocastico de tiempo discreto X,, se define como sigue. Se
lanza una moneda equilibrada, y si el resultado es cara entonces X,, = 1 para
todo n, y en caso contrario X,, = —1 para todo n.

(a) (Es X, un proceso estocdstico WSS?

(b) (Es X, un proceso estocéstico estacionario?

(c) ;Cambian las respuestas dadas en las partes (a) y (b) si la moneda es sesgada?

8.36 Let X,, be proceso estocdstico del Problema 8.3.
(a) (Es X, un proceso estocdstico WSS?

(b) (Es X,, un proceso estocéstico estacionario?

(¢) ¢Es X,un proceso estocéstico cicloestacionario?

8.37 Sea X(t) = g(t—T), donde g(t) es la forma de onda periddica introducida
en el Problema 8.7 y T' es una variable aleatoria uniformemente distribuida en el
intervalo (0, 1). ;Es X () un proceso estocdstico estacionario? Es X (¢) un proceso
estocdstico estacionario en sentido amplio?

8.38 Sea X (t) definido por
X (t) = Acos(wt) + Bsin(wt),

donde A y B son variables aleatorias iid.
(a) (Bajo qué condiciones X (t) es estacionario en sentido amplio?
(b) Demostrar que X () es no estacionario. Sugerencia: Considere F[X3(t)].

8.39 Considere el siguiente proceso de media mévil:
Y,=1/2(X,, + X,,—1), X0 = 0.

(a) (EsY, un proceso estocdstico estacionario si X,, es un proceso iid con valores
enteros?

(b) (Es Y, un proceso estocdstico estacionario si X, es un proceso estacionario?

(¢) ;SonY, y X,, procesos estocdsticos conjuntamente estacionarios si X,, es un
proceso iid?

8.40 Sea X, es un proceso iid de media cero, y sea Z,, un proceso estocastico
autorregresivo

Zn=3/4Z, 1+ X, Zo = 0.
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(a) Hallar la autocovarianza de Z,, y determinar si Z,, es estacionario en sentido
amplio. Sugerencia: Expresar Z,, en términos de X,,, X,,—1,..., X1.

(b) ;Tiende Z,, a un comportamiento estacionario?

(¢) Hallar la pdf de Z,,, si X,, es una secuencia de variables aleatorias iid gaus-
sianas con media cero y varianza uno. ;Cuél es la pdf de Z,, por n — co?

8.41 SeaY(t) = X(t+s)— BX(t), donde X () es un proceso estocdstico esta-

cionario en sentido amplio.

(a) Determinar si Y (¢) es también un proceso estocdstico estacionario en sentido
amplio.

(b) Hallar la funcién de covarianza cruzada de Y (t) y X (¢). ;jSon estos procesos
conjuntamente estacionarios en sentido amplio?

(¢) Hallar la pdf de Y'(¢) si X (t) es un proceso estocdstico gaussiano.

(d) Hallar la pdf conjunta de Y (¢1) e Y (t2) en la parte (c).

(e) Hallar la pdf conjunta de Y'(t1) y X (¢2) en la parte (c).

8.42 Sean X(t) e Y(t) procesos estocdsticos estacionarios en sentido amplio
independientes con medias cero y con la misma funcién de covarianza Cx (7).
Sea Z(t) definido por

Z(t) = 3X(t) — 5Y ().

(a) Determinar si Z(t) es también estacionario en sentido amplio.

(b) Hallar la pdf de Z(¢) si X (t) e Y () son también procesos estocésticos con-
juntamente gaussianos con media cero y con Cx (1) = 4e~ 7,

(¢) Hallar la pdf conjunta de Z(t1) y Z(t2) en la parte (b).

(d) Hallar la covarianza cruzada entre Z(t) y X(t). ;Son Z(t) y X (t) procesos
estocasticos conjuntamente estacionarios?

(e) Hallar la pdf conjunta de Z(t1) y X (t2) en la parte (b). Sugerencia: Utilizar
variables auxiliares.

8.43 Sean X(t) e Y(t) procesos estocdsticos estacionarios en sentido amplio
independientes con medias cero y con la misma funcién de covarianza Cx (7).
Sea Z(t) definido por

Z(t) = X (t)coswt + Y (t)sinwt.

(a) Determinar si Z(t) es un proceso estocdstico estacionario en sentido amplio.

(b) Hallar la pdf de Z(¢) si X(¢) e Y (¢) son también procesos estocésticos con-
juntamente gaussianos con media cero y con Cx (1) = 4e~ 171,

(c) Hallar la pdf conjunta de Z(t1) y Z(t2) en la parte (b).

(d) Hallar la covarianza cruzada entre Z(t) y X(t). (Son Z(t) y X (t) procesos
estocasticos conjuntamente estacionarios?

(e) Hallar la pdf conjunta de Z(t1) y X (¢2) en la parte (b).
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8.44 Sea X (t) un proceso estocastico estacionario en sentido amplio gaussiano
de media cero con funcién de autocorrelaciéon Rx (7). La salida de un ”detector
de ley del cuadrado.©s

Y(t) = X ()2

Demostrar que Ry (1) = Rx(0)?+2R% (7). Sugerencia: Para variables aleatorias
conjuntamente gaussianas con media cero, E[X?Z?%| = E[X?|E[Z% + 2E[X Z]?.

8.45 Un proceso X () WSS tiene media 1 y funcién de autocorrelaciéon dada
en la figura siguiente

Ry(T)

"'mxﬁfmz mlm T

|
—9—8—-T7-6-"5-—-4-3-2-10"'1 2.3 4 5 6 7

(a) Hallar la componente media de Rx (7).
(b) Hallar la componente periédica de Rx (7).
(c¢) Hallar la componente restante de Rx (7).

Seccidon 8.5: Promedios temporales de procesos estocasticos y teoremas
ergodicos

8.46 Hallar la varianza del primedio temporal del Ejemplo 8.26.

8.47 [Establecer si los procesos siguientes son WSS y ergdédicos respecto a la
media.

(a) El proceso en tiempo discreto del Problema 8.2.

(b) El proceso en tiempo discreto del Problema 8.3.

(¢) El proceso X,, = s", n > 0 del Problema 8.4.

8.48 ,Es el proceso estocdstico WSS X (t) ergddico respecto a la media?

_Jo 7| > 1
RX(T)_{5<1—|T|> <1

8.49 Sea X(t) = Acos(2wft), donde A es una variable aleatoria con media m
y varianza o2.

(a) Calcular (X (t))r, hallar su limite por T'— oo y compararlo con mx (t).

(b) Calcular (X (¢ 4+ 7)X (¢))r, hallar su limite por T — oo y compararlo con

Rx(t—f—T,ﬁ).
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8.50 Repetir el Problema 8.49 con X (t) = Acos(2nft + ©), donde A es la
misma del Problema 8.49, © es una variable aleatoria con distribucién uniforme
en (0,27) y Ay © son variables aleatorias independientes.

8.51 Hallar una expresion exacta para VAR[(X (t))r] en el Ejemplo 8.27. Hallar
el limite por T' — oo.

8.52 El proceso estocdstico WSS X, tiene media m y autocovarianza Cx (k) =
(1/2)I¥. ;Es X,, ergddico respecto a la media?
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